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CLASA A VII-a

Problema 1. Gasiti toate tripletele de numere naturale (a,b,c), care satisfac
simultan conditiile

el <a<b<ec<100,

¢ b este media geometrica a lui «a si c,

e {/b} este media aritmetica a lui {\/a} si {\/c}.
(Prin {z} se noteaza partea fractionara a lui z.)

Solutie. Din relatia {\/a} + {\/c} = 2{V/b} rezulta

Va—[Va+Ve—[Vd =2(Vb— [VI]) <= Va+ve=2vb+ [Va + [V - 2[Vi).

Daca k := [va] + [/c] — 2[Vb] # 0, atunci, prin ridicarea la patrat a ultimei
egalitati, deducem ca /ac = 2kvb +n, unde n € Z. Cum b = ac si k # 0, se
obtine ca b este un patrat perfect. Pe de alta parte, daca k£ = 0, atunci adunand
egalitatile [v/a] + [v/c] = 2[V] si {ya} + {/c} = 2{V/b}, obtinem ca \/a + /c = 2V/b.
Prin ridicare la patrat se deduce ca a+c = 2b si, cum b* = ac, gasimca a = b = c,
ceea ce este imposibil.

Din faptul ca b este patrat perfect, rezulta ca {\/a} + {\/c} = 0 = {/a} =
{\/¢} =0, deci a si ¢ sunt si ele patrate perfecte.

Fie atunci a = o?, b = 32, ¢ = 72, unde «,3,7 € N. Prima conditie este
echivalenta cu 1 < a < 8 < v < 10, iar a doua cu faptul ca % = a. Din ultima
egalitate se obtine imediat ca a = d - 2%, v = d - y?, unde d este cel mai mare
divizor comun al numerelor «,~, iar z, y sunt numere naturale.

Din 1 < dz? <dy? <10 deducemcal <z <y < 3.

Obtinem urmatoarele posibilitati pentru tripletul (d,z,y): (1,1,2), (1,1,3),
(1,2,3), (2,1,2). Astfel, pentru («a,,v) avem solutiile: (1,2,4), (1,3,9), (4,6,9),
(2,4,8).

In concluzie tripletele care verifica cele trei conditii sunt:

(1,4,16), (1,9,81), (16,36,81), (4,16, 64). O
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Problema 2. In triunghiul ABC, se considera dreptele concurente AA,, BB,
CC4, unde punctele A;, By, C; se afla pe segmentele BC, AC, respectiv AB. Sa
se arate ca daca punctul comun al celor trei drepte AA;, BB;, CC) este cen-
trul cercului inscris in AA4,B,(C;, atunci acesta este de asemenea ortocentrul
AABC.

Solutie. Varianta 1.

Este suficient sa aratam ca daca semidreapta A; A este bisectoarea unghi-
ului £B;A,C4, atunci AA; este inaltimea din A in AABC. Construim paralela
d prin A la dreapta BC. Dreptele A, B; si A;C intersecteaza dreapta d in M,
respectiv N.

Din asemanarea triunghiurilor AANC; ~ ABA,C}, avem ca

AN ACy

BA, BC;’
Analog, din AAB;M ~ ACB;A,, avem ca

AM  AB;

CA,  CBy’

Impartim ultimele doua egalititi si obtinem:

AN CA, AC, CB

BA, AM  BC, AB,’

deci



AN  BA, AC, CB

AM — CA, BC, AB;
Cum partea dreapta a ultimei egalitati este egala cu 1 din teorema lui Ceva,
obtinem ca AM = AN, cu alte cuvinte A; A este mediana in AA; M N. Daca AA;

este bisectoarea unghiului £B; A,C, atunci AA; M N este isoscel si A; A este si
inaltime in acest triunghi. Astfel, AA; este inaltime in AABC.

Varianta 2.

Fie 14, Ip, Io centrele cercurilor exinscrise in AA,B;(C}, corespunzatoare
varfurilor A;, B, respectiv (';. Din faptul ca I, se afla pe semidreapta /A, dis-
tingem doua posibilitati: fie /4 apartine segmentului /A, fie nu apartine. Daca
I, apartine segmentului /A si I, # A, atunci, avand in vedere ca [4,C, Ip
sunt coliniare (cele trei puncte se afla pe perpendiculara in C; pe dreapta
C(}), obtinem ca I nu apartine segmentului /5. Argumentand in mod sim-
ilar, deducem ca /- apartine segmentului /C, dar Io # C, iar apoi ca I, nu
apartine segmentului /A, ceea ce contrazice presupunerea initiala. Celalalt
caz se trateaza analog. Am obtinut astfel ca I, = A, Iy = B, I = C, adica
AB 1 CC,, etc.
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Problema 3. Dintre toate triunghiurile nedegenerate cu laturi numere natu-
rale si perimetrul 100, determinati triunghiul cu aria minima.

Solutie. Varianta 1

Fie a < b < ¢ laturile triunghiului cu aria minima. Conform formulei lui
Heron, aria triunghiului este data de S = /50(50 — a)(50 — b)(50 — c).

Din inegalitatea triunghiului rezulta ca, daca un triunghi are laturi numere
intregi si una dintre ele este egala cu 1, atunci triunghiul trebuie sa fie isoscel.
Insa, in cazul nostru, cum a+b+c = 100, nu putem avea a = 1 si b = c. Deducem
astfel ca a > 2. Vom demonstra prin reducere la absurd ca a = 2.

Presupunem prin absurd ca a > 3. Notan a =a—1si f = b+ 1 si aratam
ca («, 8, c) sunt laturile unui triunghi cu perimetru 100. Observam ca a < 3 si
a < c. Daca f < ¢ atunci trebuie verificata inegalitatea o + § > ¢. Dar, cum
a+ B =a+bsia+b>c(deoarece a,b, c sunt laturile unui triunghi), rezulta ca
inegalitatea este satisfacuta. Daca § > c trebuie verificata inegalitatea a+c > .
Deoarece b+1 = 3 > csic > b, rezultd ci b = c. In acest caz, inegalitatea a+3 > ¢
devine echivalenta cu a > 2, ceea ce este adevarat, deoarece am presupus ca
a > 3. In concluzie, (o, 3, c) sunt laturile unui triunghi cu perimetrul 100.

Deoarece a, b, ¢ sunt laturile triunghiului de arie minima, avem ca

(50 — @) (50 — b)(50 — ¢) < (50 — a)(50 — B)(50 — ¢),

care este echivalenta cu

(50 —a)(50 = b) < (51 —a)(49 —b) = 1+ b <.

Aceasta contrazice inegalitatea a < b.
Contradictia obtinuta arata ca, intr-adevar, a = 2 si b + ¢ = 98. Din inegali-
tatea triunghiului se deduce imediat ca b = ¢ = 49.

Varianta 2.

Fie a < b < ¢ laturile unui triunghi de perimetru 100 cu a, b, c € N. Vom arata

ca

(50 — a)(50 — b)(50 — ¢) > 48 = (50 — 2)(50 — 49)(50 — 49),

iar egalitatea se realizeaza doar atunci cand a = 2, b = 49, ¢ = 49. Atunci,
formula lui Heron va duce la concluzia ca triunghiul cu aria minima are laturile
2, 49 si 49.

Din 50 —a > 50 —b > 50 — ¢ > 0 si (50 — a) + (50 — b) + (50 — ¢) = 50, deducem
cas0—a>17.



Daca (50 — b)(50 — ¢) > 3, atunci (50 — a)(50 — b)(50 — ¢) > 51 > 48.
Daca (50 — b)(50 — ¢) < 2, atunci exista doua posibilitati:
50 —b=2si50—c=1,
50 —b=1si50—c=1.
In primul caz 50—b = 2, 50—c = 1 si 50—a = 47, deci (50—a)(50—b)(50—c) = 94 > 48.
In al doilea caz 50—b = 1, 50—c = 1 si 50—a = 48, astfel ca (50—a)(50—b)(50—c) = 48.
Am demonstrat, asadar, ca (50—a)(50—b)(50—c) > 48 = (50—2)(50—49)(50—49),
iar egalitatea se realizeaza doar atunci cand 50 —b =1, 50 —c¢ =1 i 50 — a = 48,
adica atunci cand a = 2, b =49, ¢ = 49. ]
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Problema 4. Fie 4n puncte in plan, astfel incat oricare trei dintre ele nu sunt
coliniare, unde n > 1. Sa se arate ca multimea centrelor de greutate ale tri-
unghiurilor care se pot forma avand varfurile in aceste puncte contine cel putin
4n elemente.

Radu Bumbdcea

Solutie. Consideram mai intai cazul n = 1. Fie punctele A, B,C, D in plan,
astfel incat oricare trei dintre ele nu sunt coliniare. Cu aceste puncte se pot
forma exact patru triunghiuri. Trebuie sa aratam ca oricare doua dintre aceste
triunghiuri au centre de greutate distincte. Presupunem, prin reducere la
absurd, ca exista doua triunghiuri care au acelasi centru de greutate G. Sa
observam ca cele doua triunghiuri au o latura comuna, de exemplu AB. Daca
notam cu M mijlocul segmentului AB, atunci atat C, cat si D se afla pe dreapta
MG. In plus, avem relatia

MG MG 1

GO~ CD f2:>GCfGD.
Rezulta ca C' = D, ceea ce este o contradictie.

Trecem acum la cazul general. Fie d o dreapta in plan care nu este perpen-
diculara pe nicio dreapta determinata de doua dintre punctele date. O astfel
de dreapta exista. Pentru a justifica acest lucru, consideram un punct arbitrar
in plan si trasam prin el toate dreptele care sunt perpendiculare pe cel putin
o dreapta determinata de doua dintre punctele date. Numarul acestor drepte
este cel mult 2n(4n — 1). Orice alta dreapta care trece prin punctul considerat
si este diferita de aceste perpendiculare are proprietatea dorita.

Consideram acum proiectiile celor 4n puncte pe dreapta d. Datorita mod-
ului in care am ales dreapta d, oricare doua dintre aceste puncte au proiectii
distincte. Notam aceste proiectii cu Py, P, ..., P;,, In aceasta ordine, in sensul
ca fiecare punct P; se afla pe segmentul P,_; P,.; pentru orice 2 <1i < 4n — 1.

Alegem punctele ), @1, ..., @, pe dreapta d, in aceasta ordine, astfel incat
in interiorul fiecarui segment );();;; sa se afle exact patru dintre punctele
Py, Py, ..., Py,. Pe fiecare dintre punctele (); construim drepta /;, perpendiculara
pe drepta d.

Observam ca in fiecare dintre benzile din plan, delimitate de dreptele ¢; si
l;11, se gasesc exact patru dintre cele 4n puncte date. Aplicand demonstratia
de la cazul n = 1, fiecare astfel de grup de patru puncte determina patru centre
de greutate distincte , iar acestea se afla in banda din care fac parte cele patru
puncte. Prin urmare, in fiecare banda avem cate patru centre de greutate
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distincte, iar avand n benzi, obtinem astfel cel putin 4n centre de greutate
distincte.
O
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