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CUVANT INAINTE

In acest al 197-lea suntem incantati sa va prezentam o noua colectie de articole si probleme
matematice menite sa va provoace gandirea, sd vd incurajeze creativitatea si sa va dezvolte abilitatile
in domeniul matematicii, toate adunate in noul numar al revistei de matematica ,, Titeica”.

In acest numir, veti gasi articole stiintifice, probleme interesante, rezolviri ingenioase si tehnici
de gandire matematica care sa va dezvolte abilitatile de rezolvare a acestora. Acestea sunt rezultatul
muncii elevilor si profesorilor colegiului nostru care s-au implicat activ in realizarea materialelor
prezentate.

Aceasta colaborare elevi-profesori s-a concretizat si in obtinerea unor rezultate deosebite la
Olimpiada de matematica din acest an la etapa nationala: o mentiune, Radu Grigorie; doud medalii de
argint, Radu Grigorie si Alexandra Virtosu; trei medalii de bronz Bogdan Bucataru, Rares Ciobanu,
Ana Teodora Grigorie. La faza judeteana a aceleiasi competitii elevii nostri au obtinut 19 premii si
mentiuni sub indrumarea profesorilor lor Luminita Popescu, Catalin Spiridon, Gabriel Tica, Raluca
Ciurcea.

Aceste rezultate reprezintad o marturie a angajamentului nostru colectiv fata de excelenta si a
dedicarii in a dezvolta potentialul matematic al elevilor nostri. Premiile obtinute reprezintd o
performantd remarcabila, demonstrand abilitati solide de rezolvare a problemelor si o intelegere
profunda a conceptelor si un efort sustinut in fata provocarilor matematice.

Rezultatele din acest an ne motiveaza sa continuam sa sustinem si sa incurajam excelenta
matematicd in cadrul scolii noastre. Vom continua sd oferim o educatie de calitate, sa sprijinim
participarea la concursuri si sa dezvoltdm abilitatile matematice ale elevilor nostri prin activitati si
proiecte speciale.

Din partea conducerii Colegiului National ,,Carol 1” Craiova felicitari tuturor elevilor
implicati si le multumim pentru dedicarea si pasiunea lor pentru matematicd. Rezultatele lor
impresionante ne inspira si ne motiveaza sa continuadm sa cautdm excelenta in domeniul matematicii."

Craiova Director
20 mai 2022 al Colegiului National ,,Carol I’ Craiova
Prof. Danut MIC
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Un stralucit absolvent al Colegiului National ,,Carol I” din Craiova:
Gheorghe Titeica, intemeietor al scolii romanesti de geometrie

Prof. Valentin Balutoiu,
C. N. ,,Carol I” Craiova

O veche fotografie! infitiseazi un om de peste 60 de ani. Ni se
aratd privirea patrunzatoare a unor ochi umbriti care sdgeteaza un orizont
indepartat. Fruntea inaltd, marcd a unei inteligente superioare, se
prelungeste intr-o calvitie ce cuprinde aproape intreg capul: parul
intunecat se pastreaza numai intr-o zona restransa deasupra urechilor si
cefei. Lipsa parului este compensatd de o mustatd impresionantd care
ascunde buza superioard. Barbia se inaltd deasupra gatului ce poarta
urmele varstei...

Este una dintre ultimele imagini ale lui Gheorghe Titeica (1873-
1939), facuta doar cu cateva luni inaintea disparitiei sale ce a avut loc in
februarie 1939.

Originile. Cine se putea gandi la ce destin extraordinar va avea
micutul care a vazut lumina zilei la Turnu Severin in ziua de 4 octombrie
18737 Parintii sai erau oameni modesti, originari din zona Buzdului, dar care s-au stabilit in orasul de
pe Dundre, aflat in plina dezvoltare in anii de inceput ai domniei lui Carol I. Probabil, parintii micutului
Gheorghe (mecanicul de vapor Radu Titei’ si sotia sa, Stanca Cioldnescu) nu-si puteau inchipui ci vor
da viata unui copil atat de talentat! Caci, in timpul scolii, pe care a urmat-o la Severin, fiul cel mare al
familiei Titeica (care se va miri cu inci trei fete) a avut rezultate foarte bune. In special la matematica
se vadeau darurile exceptionale ale copilului! Si unde-si putea continua studiile acest tanar atat de
promitator, daca nu in locasul de invatdamant cel mai prestigios din zona Olteniei, anume Liceul ,,Carol
I”, pe care 1-a urmat in perioada 1885-1892?

Elev la Liceul ,,Carol I”. In vremea aceea, fosta Scoala Centrala (devenita in 1885 Liceul
Carol I) cunostea o perioada de mare inflorire, prin activitatea unor eminenti profesori care indrumau
viitoare personalitati de exceptie ale stiintei si culturii romanesti. Deja urmasera cursurile faimoase
scoli viitorii academicieni Sabba Stefanescu, Ludovic Mrazec, Constantin Radulescu-Motru si multi
altii. E posibil ca elevul Gheorghe Titeica sa-i fi cunoscut pe unii dintre ei, de exemplu pe colegul sau
mai mare, Nicolae Vasilescu-Karpen, stralucitul inginer de mai tarziu, viitor prim rector al Politehnicii
din Bucuresti.

La Craiova tandrul licean Gheorghe Titeica a rasplatit din plin asteptdrile. Sub indrumarea
profesorului Scarlat Mateescu, la orele de matematica era stralucit. Ca un adevarat intelectual in
devenire se remarca si in alte activitati: era pasionat de vioara, scria articole de critica literara si
filosofie in revista scolii. Ca sa nu mai vorbim de faptul ca publica, In aceeasi revista, articole de
matematicd. Constatand multitudinea preocupdrilor tdnarului Titeica, nu putem sa nu ne amintim de
episodul in care un alt stralucit viitor absolvent, marele inginer si inventator Gogu Constantinescu,
care excela in stiintele exacte si vadea talente stralucite ingineresti, era indemnat de tatal sau, distins

1

https://ro.wikipedia.org/wiki/Gheorghe %C8%9Ai%C8%9Beica#/media/Fi%C8%99ier:Gheorghe %C8%9Ai%C8%9Beica.
ibg

2 Despre numele ,Titeica”, pornind de la numele tatilui ,Titei”: Neamtu-Rizea, Cristina, Rizea, Marian, Gheorghe Titeica
— Strdmosii, viata si urmasii (1), https://www.art-emis.ro/personalitati/gheorghe-titeica-stramosii-viata-si-urmasii-1,
accesat la 9 mai 2023



https://ro.wikipedia.org/wiki/Gheorghe_%C8%9Ai%C8%9Beica#/media/Fi%C8%99ier:Gheorghe_%C8%9Ai%C8%9Beica.jpg
https://ro.wikipedia.org/wiki/Gheorghe_%C8%9Ai%C8%9Beica#/media/Fi%C8%99ier:Gheorghe_%C8%9Ai%C8%9Beica.jpg
file:///C:/Users/CNC/Downloads/%20Neamţu-Rizea
https://www.art-emis.ro/personalitati/gheorghe-titeica-stramosii-viata-si-urmasii-1
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profesor de matematica si director adjunct al Liceului ,,Carol I”’: ,,Gogule, n-ai sd ajungi nici sacagiu
daci nu-ti insusesti cultua generald!”?

In acei ani efervescenti, decisivi pentru formarea sa ca om de stiinta si ca om in general, ni-1
putem inchipui pe elevul Gheorghe Titeica drept un tandr activ, sociabil, angrenat in activitdtile
colegilor sdi, un om plin de viata. Périntii elevului Gheorghe
Titeica de la Carol faceau mari sacrificii ca sd-l tina in scoald pe fiul lor. Dar si acesta i-a ajutat in
efortul lor, prin obtinerea unei burse pentru rezultatele de exceptie la invatatura. Bursa 1i asigura o
sumi de bani si cazarea gratuita la internatul scolii. Insa viata nu e intotdeauna alcituitd din satisfactii
si bucurii: in ultimul an de liceu, tatal viitorului mare matematician a murit si a lasat pe umerii fiului
mai mare o parte din grija de intretindtor al surorilor mai mici. Cum putea obtine un tanar dintr-o
familie modestd material sumele necesare ajutorarii mamei coplesita de greutati? Prin meditatii pe care
Gheorghe le oferea colegilor mai putin dotati intelectual sau mai putin dispusi sa faca efortul necesar
invatarii.

Incununarea anilor de instruire ca elev al Liceului ,,Carol I” a reprezentat-o rezultatul obtinut
la examenul de bacalaureat, pe care I-a sustinut cu brio in anul 1892. Impresia pe care proaspatul
absolvent a facut-o asupra dascalilor sai este dovedita de ,jrecomandarea permanentd” data de
profesorul de matematica, Scarlat Mateescu, in care acesta sublinia ca Gheorghe Titeica a dat dovada
de ,,0 exemplard moralitate” si cd a urmat cursurile liceale cu ,,eminent succes”*!

Student eminent la Bucuresti... Pe baza rezultatelor de exceptie din timpul liceului, tanarul
Gheorghe Titeica se Inscrie in toamna anului 1892 la Scoala Normala Superioara din Bucuresti si la
Facultatea de Stiinte, Sectia de Matematicd a Universitatii bucurestene. In 1895 a primit licenta in
matematica. Drumul spre glorie era deschis. Tanarul geniu in matematica putea sa-si ia zborul.

... si la Paris! Parisul sfarsitului de secol XIX era capitala artei si a modei, centrul asa numitei
,La Belle Epoque”. Artisti, precum Georges Seurat, Paul Signac, Paul Cézanne sau Henri de
Toulouse-Lautrec, Claude Debussy ori Maurice Ravel revolutionau artele plastice si muzica. in aceeasi
ani fratii Lumiere initiau arta cinematografica.

Dar Parisul era si un mare centru al stiintei. Aici Becquerel tocmai ce descoperise fenomenul
radioactivitatii, iar sotii Curie vor continua sa cerceteze acest domeniu atét de promitator. in domeniul
matematicii activau personalitati de exceptie, precum Henri Poincaré, Joseph Valentin Boussinesq,
Joseph Bertrand. Nu-i de mirare deci cd, in 1897, Titeica devine student al prestigioasei Scoli
Normale Superioare din Paris, unde beneficiazd de indrumarea unor faimosi matematicieni, mai cu
seamd Jean Gaston Darboux. Probabil acest nume provoaca unor elevi... frisoane, pentru ca acest
savant este autorul Teoremei si Proprietatii lui Darboux, studiata in liceele din Romania! Darboux a
fost o mare personalitate in domeniul matematicii cu contriibutii in domeniile geometriei diferentiale.
A elaborat o noua metoda de rezolvare a integralei Riemann si multe altele. Cert este ca, intre tanarul
venit de pe plaiurile Olteniei si uriasul savant din Paris, s-au nascut o incredere si un respect reciproc,
fapt care l-a ajutat pe studentul roman sa aprofundeze cunostintele de geometrie, marea sa pasiune.
Colaborarea dintre cei doi s-a concretizat prin elaborarea unei stralucite lucrdri de doctorat in 1899.
Gheorghe Titeica devenea doctor in matematica la Universitatea din Paris, faimoasa Sorbona, la doar
26 de ani! In acelasi timp, in mediul efervescent din capitala Frantei, tinirul matematician roman si-a
imbogdtit mult universul cultural, element extrem de important in efortul permanent de perfectionare
care 1-a urmadrit n Intreaga sa viata.

Cei cativa ani petrecuti la Paris au avut si o altd urmare neasteptatd asupra vietii tanarului
matematician. Astfel, aici a cunoscut-o pe Florence Thierin (1882-1965), cu care se va casatori.

Profesor universitar la Bucuresti! Desi avea posibilitatea de a-si croi o stralucita carierad in
Occident, proaspatul doctor in matematica a revenit in tard, devenind profesor al Universitatii din
Bucuresti. In aceasti calitate, activitatea sa a urmat urmitoarele directii:

3 https://www.youtube.com/watch?v=EsAkmHoCd1E, accesat la 12 mai 2023.
4 Neamtu-Rizea, Cristina, Rizea, Marian, op. cit.
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- Cercetarea, in care s-a remarcat prin contributii fundamentale. Este considerat primul
matematician roman a carui opera a intrat in circuitul stiintific international. Este intemeietorul scolii
romanesti de geometrie. Astfel, ,,A definit o noua clasa de suprafetei si o noua clasa de curbe, cunoscute
azi sub numele de ,,curbele Titeica®, ,suprafetele Titeica®. Este considerat fondatorul geometriei
diferentiale centroafine. Un profesor de exceptie, care a scris multe carti de referintd in geometrie. lata
doar cateva: ,,Geometrie superioard. Suprafete riglate®, 1931, ,,Geometria diferentiala proiectiva a
retelelor®, 1924,

»Opera stiintifica a matematicianului roman cuprinde 96 de note si memorii, majoritatea
publicate in cele mai prestigioase reviste din Franta. Academia Romana I-a ales inca din 1913 membru
activ, iar institutiile si organizatiile internationale nu au intarziat sa-i ofere numeroase distinctii. La
congresele internationale de matematica din 1924 (Canada), 1932 (Elvetia) si 1936 (Norvegia), Titeica
a prezidat lucrarile sectiei de geometrie.”®

Este autorul faimoasei ,,probleme a monedei de 5 lei”.’

- Activitatea de profesor. Si aici a dat dovada de un talent remarcabil. ,,Un fost student al sau,
Nicolae Mihdileanu marturisea: ,,Lectiile lui Titeica erau de o desavarsitd artd a pedagogiei. La
inceputul fiecarei ore de curs, el recapitula ideile principale ale lectiei anterioare; lectia predata era
completa si se incheia cu o privire generald; expunerea era logica, clara, precisa, in stil foarte ngrijit,
fara sa se foloseasca de nici o notita, rezultatele importante erau subliniate prin variatia intonatiei; toate
calculele se sprijineau pe o puternica intuitie geometrica”.

»Elevul favorit, Dan Barbilian (poetul Ion Barbu), spunea despre maestrul sau: ,,Am avut
curiozitatea sa gust, intr-o atitudine de asteptare, lectiile profesorului Titeica. Le-am cunoscut ca pe
niste clare batilii. Sub fata aceasta, mai ales, le iubesc. Insemnitatea acestor lectii nu-ti ingaduie insa
o prea lunga pasivitate. Scoti repede hartia, creionul si intri in batalie. Atunci simti langa tine o mana
sigurd, de neintrecut combatant”.””®

Este un mare merit al lui Titeica, deoarece sunt oameni de stiintd exceptionali, care nu sunt
capabili sa transmita studentilor cunostintele necesare. Le lipseste harul de a fi pedagogi.

Membru al Academiei Roméne. in 1909, Gheorghe Titeica a devenit membru corespondent
al Academiei Romane, iar cativa ani mai tarziu membru titular al prestigioasei institutii (1913).
Discursul de receptie de la Academie exprima inaltele calitati morale ale marelui savant roméan: ,,De
altfel, la noi, omul care-si face datoria cum si-a facut-o Haret, nu prea place, nu ne e tocmai simpatic.
Obicinuiti cum suntem cu desteptdciunea noastrd proverbiald, care gaseste usor si mijlocul de abatere
de la linia dreapta si justificare cd aceastd lunecare e calea cea bund, nu ne prea place omul rigid, care
merge drept, sigur si hotarat ca un mecanism, care vine regulat ca o masina la indatoririle sale, care se
tine de cuvant si nu amageste pe nimenti, in viata caruia farmecul neprevazutului se reduce la minimum,
la care din contra totul e cantdrit si socotit. Oamenii cu socoteald sunt pretuiti cand nu mai sunt; cand
it avem insd nu ne plac, prea ne aduc aminte de felul nostru obicinuit de a lucra, ceea ce nu ne convine,
si prea au aerul sd sustind ca fiecare act al unui individ, oricat de marunt ar fi el — s1 actul si individul-
atinge intr-o oarecare misuri, interesele societitii in care traieste acel individ”®

Parinte al Gazetei Matematice. La 15 septembrie 1895 a fost publicat primul numar al revistei
Gazeta Matematica. Evenimentul a avut loc la o zi dupa inaugurarea podului de la Cernavoda, construit
de Anghel Saligny. Printre profesorii care au contribuit la redactarea revistei s-a numarat si Gheorghe
Titeica. Gheorghe Titeica a fost primit in audienta de regele Carol I in 1903 si, cu aceasta ocazie, i-a

5 Neamtu-Rizea, Cristina, Rizea, Marian, op. cit.

6 https://dosaresecrete.ro/gheorghe-titeica-unul-dintre-fondatorii-gazetei-matematice/?utm_content=cmp-true,
accesat la 13 mai 2023.

7 https://www.geogebra.org/m/xd597iqM, accesat la 13 mai 2023.

8 https://dosaresecrete.ro/gheorghe-titeica-unul-dintre-fondatorii-gazetei-matematice/?utm_content=cmp-true,
accesat la 13 mai 2023.

% Dobrescu, Elena, Gheorghe Titeica (2), in Atitudini, august 2020, https://casadecultura.ro/wp-
content/uploads/Atitudini_august-2020.pdf, accesat la 14 mai 2023.

6
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prezentat suveranului volumele aparute in cadrul colectiei revistei. Ceea ce este demn de remarcat este
faptul ca la evolutia revistei si-au adus contributia, prin materiale publicate de prestigioasa revista, prin
prezenta in colegiul de redactie!?, dar si prin incurajarea elevilor si rezolve probleme, distinsi profesori
ai Colegiului National ,,Carol I’ din Craiova.

Aschia nu sare departe de trunchi! Gheorghe Titeica a avut trei copii: Radu Titeica (1905-
1987), Gabriela Titeica (1907-1987) si Serban Titeica (1908-1985). Urmand traditia inaugurata de
strilucitul lor tatd, toti trei au devenit importanti oameni de stiintd romani.!!

Astfel, Radu Titeica s-a remarcat in domeniul fizicii. A redactat, in colaborare, Lexiconului
tehnic romdn (in 7 volume Editia I si 19 volume Editia a I1-a) si Fizica generala (in 3 volume).

Gabriela Titeica, In ciuda unor grave probleme de sanatate, a avut o bogata activitate in cadrul
mai multor institutii de invatdmant superior din Romania, pana la iesirea la pensie (1971).

Serban Titeica a fost un mare om de stiintd, membru al Academiei Romane (1955), cercetator
in diverse ramuri ale fizicii. A impresionat prin cultura sa enciclopedica, fiind iubitor al stiintelor
umaniste si al artelor.

Intr-adevir, prin urmasii sai, Gheorghe Titeica si-a adus o ultima contributie la inflorirea stiintei
si culturii romanesti.

10 https://ssmr.ro/concurs GMB rezultate, accesat la 13 mai 2023.
11 Neamtu-Rizea, Cristina, Rizea, Marian, Gheorghe Titeica — Strdmaosii, viata si urmasii (2), https://www.art-
emis.ro/personalitati/gheorghe-titeica-stramosii-viata-si-urmasii-2, accesat la 14 mai 2023.
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INTERVIUL REVISTEI

Am stat de vorba cu domnul Louis Funar, absolvent al Colegiului National ,,Carol I’ promotia
1985, medaliat cu Argint la Olimpiada Internationald de Matematica, Helsinki, 1985, cu Aur la
Olimpiada Internationald de Matematica, Praga, 1985, medaliat cu Bronz la Olimpiada Internationala
de Matematica, Paris, 1983 si premiat cu Premiul I la Olimpiada Balcanica de Matematica, Atena,1984.

Rep.: Pentru inceput va rog sd ne spuneti citeva lucruri despre dumneavoastrd(o scurtd prezentare).

Louis Funar: Nascut la Craiova, am fost elev la scoala Decebal (nr. 12) péana in 1981 si apoi la
Colegiul National Carol (pe atunci Colegiul Nicolae Balcescu) in perioada 1981-1985. Dupa ce am
terminat Facultatea de Matematica de la Bucuresti in 1990 am fost angajat la Institutul de Matematica
al Academiei Romane ,,Simion Stoilow’’ si am inceput un doctorat la Universitatea Paris-Sud, Orsay.
Dupa obtinerea doctoratului in 1994 am obtinut un post de cercetator la Institutul Fourier din Grenoble,
unde ma aflu si in prezent.

Rep.: De ce matematica? Cand si cum ati realizat ca veti studia matematica?

Louis Funar: Am fost pasionat de rezolvarea enigmelor, de copil. Cand am reusit sa descifrez
primele rezultate de geometrie plana mi s-a parut fascinant ca trei linii drepte precum inaltimile unui
triunghi, sa fie obligate treacd prin acelasi punct, si anume prin ortocentrul acestuia. Apoi cateva carti
de matematica elementara m-au convins ca este un domeniu deosebit de interesant, care merita sa fie
aprofundat. Geneza geometriei neeuclidiene, asa cum a fost povestita in cartea Floricai T. Campan,
mi-a revelat esenta rationamentului matematic si drumul sinuos al descoperirii osciland permanent
intre speculatie si certitudine.

Rep.: In timpul liceului ati participat la olimpiada de matematici cu rezultate deosebite. Ce v-a motivat
sd participati la concursurile de matematica si ce v-a determinat sa va continuati eforturile in acest
domeniu?

Louis Funar: Am participat la astfel de concursuri inca de la scoala generala, probabil impulsionat
de profesorul de matematica din gimnaziu, DI. Florin Voicu. Primele rezultate la olimpiada de
matematica au venit fara sa fie rezultatul unei pregatiri specifice, iar in clasa a VIl-a am ajuns sa obtin
premiul intai la faza nationalda. Am avut apoi sansa sa-l intdlnesc pe DI. Valentin Boju, profesor de
geometrie la Universitatea din Craiova, care mi-a pus in ména cateva carti fundamentale in calitate de
mentor si a devenit ulterior colaborator apropiat. Un an mai tarziu faza finala a olimpiadei de
matematica s-a tinut la liceul Carol din Craiova, insa clasele V-VIII nu au fost reprezentate. Am fost
primit pentru a participa inafara concursului la asa numitele teste de baraj pentru clasele 9-12, care
reprezentau selectia pentru lotul largit de matematica, unde am avut rezultate onorabile. Am rdmas
insa cu impresia ca as putea face inca si mai bine, dacad timpul mi-ar permite sd ma pregatesc mai
temeinic. Tocmai ma intorsesem de la cel ce urma sa fie ultimul meu concurs de gimnastica, la Resita.
Am fost obligat sa pun 1n balanta cele doua pasiuni ce le aveam la acel moment, si anume sportul si
matematica. Renuntand la gimnastica de performanta, care imi ocupase cea mai mare parte a timpului
liber pentru cativa ani, a fost cat se poate de natural sa continui sa particip la concursurile de
matematica in timpul liceului. Insd incepusem si urmez in paralel cateva cursuri la Universitate, in
special de geometrie, pentru a avea baze solide pentru ceea ce ma motiva inca si mai mult si anume sa
descopar eu insumi cate ceva din minunatiile lumii matematice.

Rep.: Cum va pregateati pentru olimpiada de matematica si ce resurse si tehnici foloseati?
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Louis Funar: In viata de zi cu zi imi propuneam si rezolv o problema, intr-una sau mai multe zile
in functie de dificultate, eventual si inteleg solutia daci nu reuseam dupa mai multe incercari. In
perioada in care eram 1in pregatire la lot sau chiar inaintea concursurilor majore activitatea era mai
intensa. Insa incercam si citesc, si inteleg si sa discut matematica o mare parte din timpul liber.

Incepand cu gimnaziul am fost un cititor si rezolvitor de probleme din Gazeta Matematica.

Inafara manualelor de liceu (excelente) foloseam in mod esential 4 carti de probleme in timpul
liceului: L.Panaitopol si C.Otescu - Probleme date la Olimpiadele de matematica, 1974, M. Pimsner si
S. Popa - Probleme de geometrie elementara, 1979, D. Popescu si G. Oboroceanu - Exercitii si
probleme de algebra, combinatorica si teoria numerelor, 1979, Probleme de matematica traduse din
revista Kvant, 1983, la care s-a adaugat in ultimul an de liceu si cartea lui I. Cuculescu - Olimpiadele
internationale de matematica ale elevilor, 1984.

Aveam acces la bibliotecile universitare, iar colectiile American Mathematical Monthly sau Kvant
dedicate elevilor si studentilor erau surse inepuizabile de probleme si idei.

intre timp am descoperit ca matematica este un domeniu foarte activ si ca rezultatele matematice
noi si interesante sunt publicate sub forma unor articole in reviste de specialitate.

Un articol prezinta rezolvarea unei clase mai largi de probleme, ce au suscitat si interesul altor
matematicieni in trecut, si poate dezvolta o intreaga teorie in acest scop.

Rep.: Care sunt cele mai importante premii pe care le-ati obtinut si ce v-a ajutat sa le obtineti? Cum v-
au ajutat acestea?

Louis Funar: Premiile obtinute la olimpiadele internationale de matematica au fost (bronz in 1983 —
Paris, aur in 1984 — Praga, argint in 1985 -Helsinki). Am participat si la o balcaniada (aur in 1984 —
Atena).

Unul din concursurile mele preferate a fost ,,Gheorghe Titeica”, de nivel regional in anii respectivi,
unde existau si probe pe echipe (mixte, adicd pentru doud clase, de ex. a [X-a si a X-a) si unde
problemele erau adesea inspirate din matematica primilor ani de facultate. Importanta concursului era
mult mai mica decat cea a olimpiadelor nationale sau internationale, dar pentru mine a fost una dintre
cele mai pldcute si formatoare experiente; am descoperit astfel avantajele colaborarii, cat si placerea
de a rezolva problemele colectiv.

De altfel am cautat ca participarea la concursurile si taberele de matematica sa fie subordonata
bucuriei de a face matematica si a petrece zile placute Intr-un cadru agreabil, iar nu ideii de competitie
si ierarhizare. Cred astfel cd matematica nu poate si nu trebuie sa fie consideratd un sport.

Consider ca participarea la aceste concursuri internationale nu a avut consecinte Serioase in
evolutia ulterioara, poate doar sa fi adus o mica doza de incredere in sine, ceea ce este intotdeauna
binevenita, insa doar cu masura.

Rep.: Cum au fost anii de liceu? Ce va lipseste din acea perioada?

Louis Funar: Cred ca anii de liceu au fost caracterizati de un entuziasm general atat pentru mine
ct si marea majoritate a colegilor. Intr-0 lume gri, trdiam o viata plina daca nu palpitanti, in primul
rand datoritd energiei specifice varstei si a increderii (in general nejustificate) ca vom putea duce la
bun sfarsit proiecte ambitioase.

Elanul acesta in scopul unui tel important in viata si ideea ca totul este inca posibil, au continuat
sa ma anime un numar de ani, dar cu timpul au devenit mai rationale. Entuziasmul in fata noilor
proiecte alterneaza cu bucuria linistita ce se resimte in contemplarea micilor realizari dar mai ales cu
perioade de indoieli si incercari, majoritatea sortite esecului.

Rep.: In afard de matematica, erau alte si discipline de care ati fost interesat in timpul scolii?

Louis Funar: Am avut atat la clasa cat si pentru pregatirea pentru concursurile de matematica
sustinerea totala a profesorului de matematica DI. Virgiliu Schneider, beneficiind si de sfaturile
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celorlalti profesori de matematica ai liceului, printre care as aminti pe Dna. Liliana Niculescu si Dna.
luliana Coravu. Toti trei au fost dascali de exceptie.
Dar liceul ,,Carol I a avut profesori extraordinari de la care am invatat cu drag, la toate materiile.
Fizica a fost un punct de interes constant din perioada gimnaziala, apoi la liceu, sub indrumarea
Dnei. Viorica Hinoveanu, la facultate si pana astazi. O parte din problemele ce le-am abordat sunt
inspirate din lucririle unor fizicieni teoreticieni de exceptie precum Edward Witten. Intotdeauna am
citit cu placere, atat literaturd clasica cat si contemporani, romaneascd Sau universald. In mod
particular, am fost si sunt atasat de istorie, chiar daca nu neaparat istoria invatata la clasa.
Rep.: Cum a contribuit matematica la formarea dumneavoastra ca persoana?

Louis Funar: Mi-am construit viata din perspectiva cuiva care poate sa traiasca exersand doar meseria
de matematician. Pentru a putea realiza aceasta dorinta, au fost necesare anumite eforturi, insa, in mare
parte acestea au trecut neobservate. Este nevoie pe de o parte de spirit de organizare, de atentie,
concentrare si de perseverenta, dar in acelasi timp de creativitate si de curiozitate.

Rep.: Ce rol credeti ca joaca pregatirea matematica in orice alt domeniu?

Louis Funar: Este nevoie de o abordare logica si sistematica in majoritatea activitatilor de astazi.
Dupa cum spunea Eugene Wigner, ,,Eficienta matematicii este 0 minune, pe care nici nu o intelegem
si nici nu o meritam”. Problemele de logistica si analiza a riscurilor sunt omniprezente in domenii
variate ce tin de economie, comert sau finante. Chiar daca nu este nevoie de matematica de foarte inalt
nivel pentru a face informatica in general, cu exceptia criptografiei clasice sau post-cuantice si a
cybersecuritatii, o pregatire serioasa este necesara si utila. Matematica se regaseste la diverse grade
de complexitate in telecomunicatii, in recunoasterea de imagini, in retelele neuronale, in functionarea
telefoanelor mobile si arhivarea sau arhivarea fisierelor de date, in functionarea, organizarea,
analizarea datelor, in scopul diagnosticarii in multe domenii din sanatate. Ceea ce este mai putin
vizibil este ca peste tot, adica de la economie la sanatate, se lucreaza cu modele matematice, in mod
necesar aproximative, a caror viabilitate depinde esential de factorul uman. Matematica este asadar
un instrument deosebit de precis, insa rezultatul final depinde foarte mult de utilizator. Pregatirea
matematica reprezinta un atu in majoritatea domeniilor, mai ales dacd este complementara altor
abilitati sau calitati necesare, cum ar fi creativitatea, empatia, spiritul de sinteza, eficienta,
comunicativitatea, carisma, etc.

Rep.: Care sunt cele mai interesante aspecte ale matematicii care va motiveaza sa continuati sd va
dezvoltati in acest domeniu?

Louis Funar: A te simti matematician este o stare de gratie care dureaza foarte putin. Restul este
munca si ore intregi de gandire, cautari bibliografice, eforturi de a intelege ce au facut generatii intregi
de matematicieni, sute si mii de incercari, de pagini umplute din care multe din ele vor fi aruncate la
gunoi si toate acestea pentru a extrage o idee noua, o metoda, ceva ce nimeni nu a observat pana acum.

Bucuria unei realizari este de scurta durata pentru ca fiecare pas pe care-l facem este de fapt doar
un mic pas pe calea cunoasterii.

Cercetarea in matematica necesita multa concentrare si un consum nervos substantial. Este prin
urmare esentiala reconcilierea a doua lumi, cea de toate zilele unde putem actiona in mod efectiv si
lumea ideala a obiectelor matematice care este independenta de dorintele noastre caci adevarurile
matematice sunt imuabile.

Pentru a face matematica astazi este nevoie de a avea apetenta pentru risc, ordine si rigoare si
foarte multa ingeniozitate, imaginatie dar si un pic de noroc. Matematica este descrierea ultima si
ideala a Universului si prin urmare nu este asa cum ne-am dori noi sa fie, ci de multe ori surprinzatoare
si greu de descifrat.

Micile noastre realizari sunt insa prilej de mare bucurie interioara, precum are drumetul in
momentul in care a urcat un varf de munte. Exista si un dram de competitie si dorinta de recunoastere
insa nu exista o relatie universala intre valoare si notorietate.
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Contemplarea perfectiunii acestui edificiu imens cu numele generic de matematica nu poate incita
pe cercetator decat la modestie. Generatii de minti luminate au lucrat la constructia sa si este deopotriva
pasionant si valorizant sa poti aduce astazi chiar si 0 minima contributie.

Astazi am pe masa cateva proiecte pe care sper sa le duc la bun sfarsit si pentru care entuziasmul
specific anilor de liceu continua sa se manifeste, chiar daca intr-o forma atenuata.

Rep.: Cum credeti ca pot contribui concursurile de matematica la dezvoltarea personald si profesionala
a unui elev si cum pot ajuta la construirea unui profil academic solid?

Louis Funar: Concursurile ajuta in special printr-o abordare mai variata a materiei predate in scoala,
care de cele mai multe ori pare anosta, tehnica si prea putin conectata la realitatea inconjuratoare. Celi
ce participa la astfel de concursuri au automat o atractie pentru matematica, implicit o cunoastere mai
amanuntita a acestei discipline, si acest lucru ii va ajuta daca isi doresc sa urmeze o cariera legata de
stiintd sau tehnologie. In absenta presiunilor din partea celor din jur participarea la concursuri poate
avea un rol pozitiv in constructia psihologica a elevilor, indepartand de exemplu frica de esec. Ori
esecul este unul din fundamentele reusitei si oportunitatea de a relua totul de la inceput.

Nu trebuie insa exagerat aportul concursurilor ca atare si a relevantei ierarhiilor la aceasta varsta
si nivel. Rezultatele la concursuri depind in mare masura de posibilitatea de a se pregéti intensiv intr-
un cadru relativ restrans. Matematica, fizica, chimia, informatica, etc. sunt mult mai mult decat ceea
ce se poate aborda intr-un astfel de concurs. Un rezultat, fie el si exceptional, la nivel international nu
este decat 0 incurajare pentru a merge mai departe, in nici un caz nu este o finalitate. Uneori, astfel de
rezultate deschid noi porti si oportunitati, adeseori pentru a putea continua intr-0 universitate
prestigioasa. Insa drumul este inca foarte lung. Curiozitatea si pasiunea pot ajuta la construirea unor
profile academice la fel de interesante, mai ales daca acestea sunt indrumate de catre persoane
competente.

Rep.: Ce sfaturi aveti pentru elevii care doresc sa participe la concursurile de matematica si cum ii
incurajati sa 1s1 dezvolte interesul si abilitdtile in domeniu matematicii?

Louis Funar: Primul pas pentru a participa la un concurs este sa incepi prin a te pregati. In ziua de
astazi resurse documentare sunt mult mai multe decat necesar, mai ales pe internet, prin urmare este
esential Sa se faca o0 selectie si sa se avanseze gradual. Mi se pare mai important dezvoltarea unei
intuitii si @ unei maniere de abordare a problemelor decat asimilarea unor tehnici foarte precise care sa
permitd automatizarea rezolvarii. Chiar daca materia care este la baza subiectelor este bine-cunoscuta,
variatiile ce pot apare sunt incredibil de multe, si memoria nu le poate retine toate.

Obiectivul principal al participarii nu poate fi un premiu si implicit competitia cu ceilalti participanti
ci rezolvarea problemelor prezentate, dupa cum spunea Jean Dieudonné “Pour I’honneur de 1’esprit
humain”. Pana la urma aceasta este esenta vietii spirituale, in care fiinta umana este animata de dorinta
de a se auto-depasi.

Rep.: Care credeti ca ar fi ,,reteta succesului”? De ce este nevoie pentru a reusi in viata?

Louis Funar: Succesul este relativ si de scurta durata, iar Reusita este 0 chestiune ce tine mai degraba
de caracterul fiecaruia si echilibrul personal. Tot ce pot spune este ca mi-am dorit intotdeauna o anume
libertate, si anume aceea de a putea exersa o meserie ce iti poate da satisfactii de natura intelectuala la

orice varsta, atata vreme cat o practici cu pasiune. Chiar daca aceasta viziune asupra vietii profesionale
poate parea utopica, acesta este motorul oricarei activititi umane neconstranse.
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ARTICOLE SI NOTE MATEMATICE

O strategie de rezolvare a unor probleme de geometrie

Prof.dr. Luminita Popescu
C.N. ,,Carol I” Craiova

Aproape toate problemele de geometrie plana intdlnite la olimpiadele de matematica necesita
constructii ajutitoare pentru a fi rezolvate. In general, nu este usor si identifici constructiile necesare
pentru rezolvarea unei probleme. Un tip de constructie ajutitoare foarte utild este cea care produce
»simetrizarea figurii”. Mai precis, prin aceasta intelegem sa ne alegem un punct sau o dreapta si sa
construim simetricul figurii noastre in raport cu acestea. De exemplu, de fiecare data cand rationam pe
o figurd care contine un triunghi dreptunghic isoscel, este o idee buna sa construim patratul care are
una dintre diagonale egald cu ipotenuza acestuia. Practic, ceea ce facem este sd ne alegem linia
determinatd de ipotenuza triunghiului ca axa de simetrie si sd construim simetricul triunghiului
dreptunghic isoscel fata de aceasta. In aceastd notd ne propunem si prezentim citeva exemple care
sustin aceasta strategie de abordare a problemelor de geometrie plana.

La faza nationald a olimpiadei de matematica editia 2023, Problema 4 de la clasa a VI-a a avut
urmatorul enunt:

1. Fie triunghiul ABC cu BAC = 90° si ACB = 54°. Construim bisectoarea BD (D € AC) a
unghiului ABC si considerdm punctul E pe segmentul BD astfel incat DE = DC. Aratati cd BE =
2 - AD.

Solutie:

Deoarece BAC = 90°si ACB = 54° obtinem ABC =
36°si ABD = CBD = 18°.

Construind F simetricul lui D fatd de A, se obtine triunghiul
BFD isoscel de bazi FD si FB = BD. In aceste conditii FBA =
ABD = CBD = 18°, iar unghiul FBC = 54°. Se obtine
triunghiul FCB isoscel de bazd BC, de unde FB = FC. De aici
se obtine

2:AD + DC = FC = FB = BD = BE + ED de unde se giseste © v’
2-AD = BE. : ?

La etapa judeteana a aceleiasi editii, Problema 4 de la clasa a VII — a a avut urmatorul enunt:

2. Fie triunghiul ABC care are ABC = 90" si BCA = 30°. Fie AD bisectoarea unghiului BAC,D €
BC,siBE 1 AC,E € AC.Notam cu M intersectia dreptelor AD si BE, iar cu P mijlocul lui CM.
Ardtatica AC = 4 - DP.

12
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Solutie: A

Ne alegem dreapta BC si construim simetricul triunghiului ABC E
fatd de aceasta. Daca F este simetricul lui A fata de B, atunci
triunghiul AFC echilateral, iar AN este bisectoare, mediana si
indltime. Se obtine asadar 2NC = AC si D este centrul de

greutate al triunghiului AFC, deci DN = %. Deoarece ABM = ° ¢

BAM = MAE = 30° se obtine triunghiul MAB isoscel, cu AM =
BM. Din egalitatea DBM = MDB = 60° se obtine triunghiul

MBD echilateral, DM = BM. Deci MD = ATD = A?” = DN, astfel "

ca DP este linie mijlocie 1n triunghiul MNC, de unde obtinem ca
2DP = NC s1 AC = 4DP.

La etapa finala la clasa a VII — a Problema 3 a avut urmatorul enunt:

3. Se considera un triunghi ABC care are BAC = 90° si ABC = 60°. Ludm punctele D si E pe
laturile AC, respectiv AB, astfel incat CD = 2 - DA si DE este bisectoarea unghiului ADB. Notam
cu M intersectia dreptelor CE si BD, iar cu P intersectia dreptelor DE si AM. Aratati ca:

a) dreptele AM si BD sunt perpendiculare;
b) 3-PB =2-CM. B

Solutie:

Alegem axa de simetrie AC si fie F simetricul lui B fata de
aceasta. Obtinem ca triunghiul BFC este echilateral, CA ‘ este
bisectoare, mediand si inaltime, iar D este centrul de >

greutate al triunghiului, astfel cd DC = BD = 2AD. A c

Deci, semidreapta BD este bisectoarea unghiului ABC, D iar
ADE = EDB = ABD = 30°5i 2AE = ED = EB(1).

a) Din EDB = DBC = 30° rezulta ED || BC si din N
asemanarea triunghiurilor EM D si CMB se obtine % = @

EM _ED 1 & . :
e = B_Cl =3 (2). In triunghiul dreptunghic ABD avem )
AD? = . DC 2 = MD - BD deci din reciproca teoremei

catetei se obtine AM L BD.

b) Din (2) se obginegCM = EC (3).Deoarece FN L BN si AM 1 BD se obtine AM || FN si AM linie
mijlocie in triunghiul BFN. In plus, avem ca P este mijlocul lui BQ, deci 2BP = BQ(4).
In triunghiul dreptunghic AMD avem ADM = 60°, AMD = 90° deci MAD = 30° = ADP de unde
AP = PD. Mai mult, in triunghiul PMD avem PMD = 90°,PDM = 30° de unde 2PM = PD, deci
2PM = AP si QF = 2AP = 4PM = 2QN. Tinand cont de (1) se obtine QN = AE, iar din congruenta
triunghiurilor EAC s1t QNB rezultd EC = BQ. Din (3) si (4) se obtine 2BP = %C M si de aici relatia
dorita.

La primul baraj de selectie pentru participarea la Olimpiada Balcanicd de Matematica pentru
Juniori problema 5 se putea rezolva folosind aceeasi metoda a ,,simetrizarii” figurii.
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4. In exteriorul trapezului ABCD cu baza mici AB, construim pitratele ADEF si BCGH. Demonstrati
ca mediatoarea laturii AB trece
prin mijlocul segmentului FH.

Solutie:

Fie AP 1 DC,P € DC,
BQ LDC, Qe DC, FSLAP, S€
APsi HT L BQ,T € BQ.

Din congruenta triunghiurilor ASF si
DPA se obtine FS = AP(1), iar din
congruenta triunghiurilor BTH si
CQB se obtine HT = BQ(2). Din c
(1) si (2) tinand cont de AP = BQ
obtinem SF = TH(3). Maimult SF || TH(4). Daca M este simetricul lui F fatd de dreapta NO, aceasta
fiind mediatoarea segmentului AB (aici folosim simetrizarea), atunci FO = OM si FM L ON.

Deoarece ABRS este dreptunghi rezulta RM = FS. Utilizand (3) si (4) se obtine MRTH dreptunghi si
de aici HM || TR || 00', deci 00’ este linie mijlocie in triunghiul FMH, deci O’ este mijlocul
segmentului FH.

In final prezentim o problema dati la Olimpiada Iraniani de Geometrie in 2018.

5. In paralelogramul ABCD avem ci unghiul CDA = 60°,AD = 2,AB = 1 + /3 si M este mijlocul
laturii AD. Bisectoarea unghiului BCD intersecteaza dreapta BM in K. Determinati masura
unghiului CKB.

Solutie:
In triunghiul KBC avem CKB = 180° — 60° —
(60°— MBA) = 60° + MBA.

Daca N € AB astfel incat AM = AN atunci
triunghiul AMN este isoscel si AMN = ANM =
30°. Fie P simetricul lui N fatd de AD. Atunci
triunghiul MNP este echilateral, A este centrul

. o MN+3 .
cercului circumscris si AM = ,decit MN =

V3 = NB. Se obtine ci triunghiul MNB este
isoscel de baza MB si ANM = 2 - NBM = 30° de unde se obtine NBM = 15° si BKC = 75°.

In concluzie, metoda simetrizirii este o unealti puternica in rezolvarea problemelor de
geometrie, oferind o abordare eleganta si eficienta. Prin aplicarea acestui principiu, putem simplifica
problemele complexe si le putem aduce intr-o forma mai accesibild si mai usor de rezolvat. Metoda
simetrizarii utilizeaza simetrii si proprietati geometrice pentru a transforma o problema datd intr-0
problema echivalenta, dar mai usor de inteles si de manipulat.

Pe langa avantajele practice, metoda simetrizarii dezvolta si gandirea geometrica si creativa a
rezolvitorului. Prin explorarea simetriilor si a relatiilor geometrice, putem descoperi noi proprietati si
noi moduri de a aborda problemele de geometrie. Aceasta abordare stimuleaza gindirea criticd si
dezvolta abilitatile analitice si de rezolvare de probleme ale elevilor.
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In concluzie, metoda simetrizirii aduce claritate, ordine si eficientd in procesul de rezolvare,
facilitand intelegerea si manipularea problemelor complexe. Mai mult decét atat, metoda simetrizarii
dezvolta gandirea geometrica si creativa a elevilor, oferindu-le instrumente esentiale pentru a rezolva
problemele de geometrie cu succes.

O teorema referitoare la spectrul unor matrice care comuta

Eleva Virtosu Alexandra Mihaela,
Prof. Catalin Spiridon,
C. N. ,,Carol I” Craiova

Scopul acestui articol este de a aduce la lumina o teorema puternica, insa rar intalnit3,
enuntata de Ferdinand Georg Frobenius in anul 1878. Teorema face referire la o proprietate
importanta a spectrului matricelor A + B si AB atunci cand A si B sunt doua matrice patratice de
acelasi ordin care comuta.

Inainte de a prezenta enuntul teoremei si demonstratia acesteia, vom aminti cateva
rezultate importante ce vor fi utile in demonstrarea propozitiei, precum si in rezolvarea
problemelor.

Propozitia 1. FieA € M,,(C). Numarul complex A se numeste valoare proprie a lui A daca si numai
dacddet(A — AI,) = 0.

Obs. Multimea tuturor valorilor proprii ale unei matrice A se numeste spectrul matricei A. Deci,
spectrul lui A coincide cu multimea radacinilor polinomului caracteristic al matricei A.

Propozitia 2. Spectrul unei matrice superior sau inferior triunghiulare este format doar din
elementele care se afld pe diagonala principald a matricei.

Demonstratie.

X1 ves 0

Fie A € M,(C). A= ( P ) (7 semnifica faptul ca in locul sau poate fi orice numar
7 x,

complex). Am ales ca matricea A sa fie inferior triunghiulara, cazul in care este superior
triunghiulara tratdndu-se analog.

X, — Y 0
Avem ca A— AL, = < : - ) Deci, det(A — Al,) = (x; — D) (x3 — A)..(x, — Q).

? Xy — A

Se observa ca polinomul carcateristic al lui A are radacinile {x;,x,, ..x,, }. Din propozitia 1 obtinem
cd Sp(A)= {x1, %z, .Xn}.

Propozitia 3. Fie A € M,,(C) si p € C[x] un polinom. Dacd Sp(A) = { A1 ,4,...4,}, atunci
Sp((A)={p(\1,), pA2), --D(An)}.

Propozitia 4. FieA € M,,(C). Sip € C[x] un polinom astfel incit p(A) = 0,,. Atuncip(A) = 0,
pentru orice A € Sp(A).
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Definitia 1.Fie A, B € M, (C). Matricele A si B se numesc matrice asemenea dacd si numai dacd
existiP € M, (C) inversabild astfel incitA = PBP™1,

Proprietati. Fie 4, B € M,,(C) doua matrice asemenea. Atunci au loc urmatoarele relatii :

1. Asi B au acelasi polinom caracteristic.
Demonstratie : A — xI,, = PBP™! — xPP™! = P(B — xI,)) P!
Trecand la determinant in relatia obtinuta avem ca :
det(A — xI,) = det(P(B — xI,,) P~1) = detPdetP~1det(B — xI,,) = det(B — xI,,)
pentru orice x numar complex g.e.d.
2. AsiBau acelasi spectru(consecinta 1)
3. A si B au acelasi determinant si urmd(consecinta 2)
4. A si B au aceeasi formd canonicd Jordan.

Definitia 2. Fie A € M,,(C). Matricea transpusa si conjugatd a matricei A se numeste adjuncta
hermitiand a matricei A si se noteaza A*. (A* = At)

Definitia 3. FieU € M, (C) U se numeste matrice unitard dacd inversa sa este adjuncta
hermitiana U*, adica dacd are loc relatiaUU* = I,,.

Teorema de triunghiularizare unitara a lui Schur

Fie A € M,,(C). Existd o matrice unitaraU € M,,(C) astfel inciat U*AU este superior
triunghiulara, avand pe diagonala principald toate valorile proprii ale matricei A.

Teorema de triunghiularizare simultana

Pentru o multime de matrice patratice, de acelasi ordin si cu elemente complexe, care comutad
oricare doud intre ele, exista o matrice unitara Ue M, (C) astfel incitU*AU este superior
triunghiularda, avind pe diagonala principald toate valorile proprii ale matricei A, pentru orice A
din multimea de matrice.

Cu ajutorul notiunilor introductive prezentate, putem enunta si demonstra teorema referitoare
la spectrul unor matrice care comuta.

Teorema. FieA,B € M,,(C) doua matrice care comutd. FieSp(A) = {a4, a5, ..., a,} siSp(B) =
{B1,B2,--, Pn}- Atunci existd o permutare (i, i, ..., i) a multimii{1, 2,..,n} astfel incat

Sp(A +B) ={ 241 + ﬁillaZ + ﬁizl""an + ﬁin} ;S'I Sp(AB)={ 241 ,Bi1; 2%) .Bizl ey Op :Bin }
Demonstratie:

Deoarece A si B comutd, teorema de triunghiularizare simultana ne permite sa afirmam ca exista
o matrice unitara U € M,,(C) astfel incat matricele U AU =T = (tij)lsisn si U'BU =R =

1<j<n

(ri j)lsiSnBU sunt ambele superior triunghiulare, avand pe diagonala principala valorile proprii
1<jsn

ale lui A, respectiv B. Deci Sp(A) = {t11,t22, -, tan} SISP(B) = {111,722, ) Tun }-

Astfel ca, daca matricele T + R si TR sunt ambele superior triunghiulare, avand pe diagonala
principald intrarile {t;; + 11, t22 + 722, - tyn + Tant Si {t11711, t22722, - tanTun}- Deoarece sunt
matrice superior triunghiulare, conform propozitiei 2 intrarile de pe diagonala principala ale
matricelor T + R si TR sunt valorile lor proprii.

Avem: T+ R=U"AU+ U'BU =U" (A+ B)Usi TR = U"AUU*BU = U*ABU. Deoarece U este
unitara, rezulta ca U* este inversa sa. Cum U* este inversa lui U, din definitia 1 obtinem ca T +
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R si A + B sunt asemenea, precum si TR cu AB sunt asemenea. Din proprietatea 2 a matricelor
asemenea, avem ca Sp(T + R) = Sp(A + B) si Sp(TR) = Sp(AB).

Dar Sp(T + R) = { tll + rll’ tzz + rzz, tTLTl + T'nn }, deCi Sp(A‘l‘B):{ tll + rll’ t22 + T'22, tnn +
Tan}. Dar Sp(TR) = {11711, 22722, - tunTin} sideci Sp(AB) = {t11711, t22722, - tanThn}-

Cum Sp(A) = {ty1,t22, -, tyn} Si Sp(B) = { 141, 722, ..., Tyn} S€ Obtine concluzia.
Observatii

1. Faptul cd A si B comutd este esential. Astfel cd, dacd intr-o problemad ipoteza face referire
la faptul cd AB=BA, este posibil ca aceastd teoremad sd fie solutia.

2. Se observd ca este aceeasi permutare atit pentru Sp(A+ B),cdt si pentru
Sp(AB). Teorema afirmd cd existd o permutare astfel incit cele doud spectre sd poata fi
scrise ca sumd, respectiv produs de valori prorprii ale matricelor A si B.

Aplicatii:

1. Fie A, B € M,(C) doud matrice astfel incat 42992 = B2003 = | si AB = BA.Si se
demonstreze ca matricea A + B + I, este inversabila.
Concursul Vojtech Jarnik, categoria a [l-a, 2003/1

Demonstratie:

Matricea Aanuleazi polinomul f = X2%92 — 1, jar matricea B anuleaza polinomul g = X2903 — 1,
Fie A4, A,, -+, A, € Cvalorile proprii ale lui A si yy, 4y, -+, b, € C valorile proprii ale lui B.

Avem ca f(A) = 0 si g(p) = 0 pentru orice A din spectrul lui A, respectiv pentru orice p din
spectrul lui B. Astfel ca Sp(A) este format din radacini de ordin 2002 ale unitatii si Sp(B) este
format din radicini de ordin 2003 ale unitatii. Intrucat A si B comuti, in baza teoremei, exista o
ordine a spectrelor lui A si B astfel Incat Sp(A+ B) = {A; + Wi, A + Wi, .., Ay + Wi } unde
(iy,1z, ...,1,) este o permutare a multimii {1, 2, 3, ..., n}. Cum I,, comuta cu A + B, aplicand iarasi
teorema obtinem ca Sp(A+ B + L,)={A +p;, + LA, +p, +1, .., Ay + 4, + 1} Pentru a
demonstraca A + B + [,, este inversabil3, este suficient sa aratam ca daca A este o valoare proprie
a lui A, iar p este o valoare proprie a lui B, atunci A + p+ 1 # 0. Presupunem, prin absurd, ca
exista o valoare proprie A a lui A precum si o valoare proprie p a lui B astfel caA+pu+1=0.

. C e < a . . A A 2km
Avem 72002 = ;2003 = 1 deci existd doud numere intregi k si m astfel incit A = cos —— +

2002
i sin =% sip = cos ZMT 4§ sin2t, Conditia A + p + 1 = 0 este echivalenta cu
2002 2003 2003
2kt N Zmm
©% 20027 2003 "
. 2km b 2mm 0
*M 20027 *"2003 ~
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Ridicand cele doua egalitati la patrat si apoi adunandu-le membru cu membru, obtinem

k m 1 P v < A A A
cos ( 2m (m - ﬁ)) = -z Drept urmare, exista un numar intreg n astfel incat
k m 21T k m 3nt1l . .
2M(=— ——=)=1— + 2nm & — = . Ultima egalitate conduce la
2002 2003 3 2002 2003 3

stang se divide cu 3, pe cand cel drept nu. Contradictia obtinuta arata ca matricea A + B +
I, este inversabila.

2. Fie matricele A, B € M5(C), cu proprietatea ci A> = B? = 0;. Demonstrati cd AB = BA
implica AB = 05. Aratati ca implicatia reciproca este falsa.
Olimpiada judeteana de matematica 2023,
clasa a XI-a, problema 4

3(2003k — 2002m) = 2002 - 2003(3n *+ 1), care nu poate avea loc, intrucat membrul

Demonstratie:

Aplicand inegalitatea lui Sylvester obtinem :

0 = rang(4*) > 2rang(A4) — 3 de unde rezulti ci rang(4) < Dar rang(A) este un

N|W

numar natural, decirang(A4) < 1. Analog se arata ca rang(B) < 1.

Dacarang(A) = 0 saurang(B) = 0, atunci A = 03 sau B + 03 de unde se obtine concluzia.
Analizam cazul cind rang(A4) = 1sirang(B) = 1.

Deoarece rang(A) = 1, rezultd ca exista L; € M’y 3(C), siCy € M'34,(C),al A= CqL;.
Analog, exista LZ € Ml,g((C), $1 CZ € M3’1((C), alB = Csz.

AB = C{L,C;L, = fC1L,,unde B = L1C, este un numar complex(1)

BA = C,L,C{Ly = AC,Lq{,unde A = L,C, este un numar complex(2)

Avem ca TT(AB) = T‘r‘(ﬁCle) = ﬁTT(Cle) = BLZCI = ﬂ},

Fie polinomul p = X? € C[X]. Din ipotezd, avem ci p(4) = 03. Din propozitia 4 se obtine ci
p(a) = 0, pentru orice a € Sp(A4). Deci, a? = 0, pentru orice a € Sp(A4). Astfel ca Sp(4) =
{0, 0, 0}. Analog n? = 0 pentru orice u € Sp(B). Deci, Sp(B) = {0,0, 0}.

Deoarece AB = BA, putem aplica teorema. Exista deci o ordine a celor doua spectre astfel incat
Sp(AB) = {a1p;,, Az iy, azp, funde (iy, iz, i3) este o permutare a multimii {1,2,3}. Tinand
cont de faptul ca Sp(4) ={0,0,0} si Sp(B) = {0,0,0}, obtinem ca Sp(4AB) = {0, 0, 0}. Deci,
Tr(AB) = 0. Adica A = 0,deunde 3 = 0sauA = 0.

Daca B = 0, atunci din (1) AB = O3.

Daca A = 0, atunci din (2) BA = 03. Cum AB = BA, avem ca AB = O;.
0 0 O
Contraexemplu pentru implicatia reciproca este urmatorul: fie A=(0 0 1 |si

0 0 O
010
B=(0 0 0]
0 0O

Avem A% = B? = AB = 03, dar AB este diferit de BA.
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3. Fie A, B € M,(C), astfel incat AB = BA si k numdr natural nenul pentru care B* = 0,,.
Sa se arate ca det(4A + B) = det A.

Demonstratie :

Fie 44,...,4, € Cvalorile proprii ale matricei A4, fie u4,...,, € Cvalorile proprii ale matricei
B. Din B* = 0,, si din propozitia 4 rezulti ci toate valorile proprii ale matricei B sunt 0. Cum
AB = BA, conform teoremei, existd o ordine a celor doua spectre astfel incit Sp(4 + B) =
{11 + Wiy, Ayt Ry, e A } unde (i4, iy,...i1) este o permutare a multimii {1,2,3, ..., n}.
Cum spectrul matricei B este format numai din elemente nule, obtinem ca Sp(A + B) =
{24,..., A4, }.Decidet(4 + B) = 144, ... A, = det A.

4. FieM = {A € M,(C)| det(4 — zI,) = 0 = |z| < 1}. Sd se demonstreze cidaci A, B €
M si AB = BA, atunci AB € M.

Demonstratie:
Din det(4 — zI,,) = 0 si din propozitia 1 rezulta ca z este valoare proprie pentru A.

Astfel, daca A, B € M, valorile proprii ale matricelor A4, B sunt de modul strict mai mic decat 1.
Pentru a arata ca AB € M, trebuie sa demonstram ca valorile proprii ale matricei AB sunt de
modul strict mai mic decat 1.

Fie A4,..., 4, € Cvalorile proprii ale matricei 4, si y4,... 4, € Cvalorile proprii ale matricei B.
Avem |;| < 15si|y;| < 1 pentru oricei = 1,n.

Intrucat A si B comuta, in baza teoremei, exista o ordine a matricelor A si B astfel incat

Sp(AB) = {Aluil, Aol ...,Anuin} unde (iy, iy,..., i) este o permutare a multimii {7, 2, 3...,, n}.
Cum |A;1;] = |4;]|i;] < 1 pentru orice i = 1,n, rezulti ci toate valorile proprii ale matricei AB
au modulul strict mai mic decat 1, deci AB € M.

5. Fie n un numar natural mai mare sau egal ca 2 si fie 4, B, C € M,(C), trei matrice care
comuti doui cate doud si A1°9? = B1999 = ¢1999 = 0,,. S4 se demonstreze ci matricea
I,, + A% + B% + C? este inversabila.

(Florentina Boboc, Dumitru Busneag)

Demonstratie :
Fie a;, b;,¢; cu i = 1,n valorile proprii ale matricelor A, B, respectiv C. Deoarece A19%° =
B19%° = ¢19%% = 0,,, din propozitia 4 obtinem cia; =--=a,=b;=--=b,=cy = =

c,=0.

Din propozitia 3 obtinem ci Sp(42) = {a3, ....,a%} = {0,0, -, 0}. Analog obtinem ci Sp(B?) =
{0,0,---,0} si Sp(€?») ={0,0,--,0}. Deoarece matricele A si B comuts, atunci si 4% cu B>
comuti. Deci, conform teoremei obtinem c3 Sp(42+B?) = {0,0,---,0} Cum C comutd cu Asi B,
atunci €? va comuta cu A% + B?. Aplicand teorema, obtinem ci Sp(4%+B? + €*) = {0,0,---, 0}.
Cum I,, comuti cu A% + B? + €% siSp(I,,) = {1,1,---,1} aplicand inci o datd teorema deducem
ci Sp(A*+B®>+C*+1,)={1+0,1+0,---,1+0}={1,1,---,1}. Deci, det(4% + B? + C? +
I,) = 1 de unde rezulti ca matricea A% + B% + C? + I, este inversabila.
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6. Fie A € M,(C) sifie A" adjuncta hermitiana (adica matricea avand elementele aj; = @;;)
Demonstrati ca daci AA* = A% ,atunci4 = A* .

K. R. Laberteaux, Amer. Math. Monthly, pb. 10377 [1994, p. 362]
Demonstratie: (folosind teorema de triangularizare unitara a lui Schur)

Conform teoremei de triangularizare unitara a lui Schur, exista o matrice unitara U € M ,(C)
astfel incat matriceaT = U*AU sa fie superior triunghiulara. Atunciavem A = UT U*, de unde
rezultica A* = (UT U*)* = UT*U".

Deci, A = A" daca sinumaidaca UT U* = UT*U". Astfel c3, cerinta problemei devine echivalenta

cu a arata ca T = T*(se inmulteste la stanga cu U*si la dreapta cu U in relatia precedenta si se
tinecontcalUU* = U"U = I,,)

Conditia AA* = A% din ipoteza implici UT U*UT*U* = UTU*UTU". Se inmulteste la stAnga cu
U* siladreapta cu U sise tine cont cd UU* = U*U = I,,, obtinandu-se TT* = T?.

Fie t;; elementul de pe linia 7si coloana jin matricea T.

Elementul de pe pozitia (i,j) din matricea AA*, unde A este o matrice oarecare de ordin n cu
elemente complexe si A* este adjuncta hermitiana, este |a;1|? + |a;z|? + -+ |a;,|?.

Cum T este superior triunghiulard, elementul de pe pozitia (i,i) in matricea TT" este egal cu
|tiil> + |tizs1]® + -+ |tin]? (Intrucat elementele t;; = t;; = -~ = t;;_4 = 0), iar elementul de
pe pozitia (i,i) in matricea T? este egal cu t.

Deoarece TT* = T?, se obtine egalitatea t% = |t;;|? + |t;41]*> + - + |tin|? de unde rezulti ci t%
este un numar real mai mare sau egal ca zero, deci t;; este un numar real. Obtinem ci t% = |t;;|?,
astfel ci in egalitatea de mai sus t2 si |t;|? se reduc si se obtine |t;;11]% + -+ |tin|? = 0, de
unde rezulta ca t;;;1 = =t;, = 0.

Deci, linia i a matricei T are toate elementele nule, mai putin elementul de pe coloana i care este

real.Cum i a fost ales Intamplator, concluzia se pastreaza pentru orice i = 1, n. Cu alte cuvinte,
matricea T este diagonald, iar elementele de pe diagonala sa principalda sunt numere reale.
Deducemde aicicaT* =T,deci A* = UT'U* = UTU™ = A.

Bibliografie
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2. math.ubbcluj.ro/~ttrif/Diagonalizabilitate.pdf
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Criterii de divizibilitate
Prof. Aurelia Petrica
C.N. ,,Carol I, Craiova

Un criteriu de divizibilitate este o regula prin care se stabileste daca un numar natural a este
divizibil cu un numar natural nenul, fara a efectua impartirea lui a la b.

Prezint in continuare, criterii de divizibilitate utile in practica.
1. Criteriul general de divizibilitate

Numadrul m = agag_;...a;a, este divizibil cu 10p £ n, p, n € N*, daca si numai daca inlaturand
ultima cifrd, inmultind numarul obtinut cu n si scdzand (adunind)la noul numar de p ori cifra
suprimata, se obtine un numar divizibil cu 10p * n.

Demonstratie:  Efectudnd operatiile indicate obtinem numirul m; = (a) - 10X ' 4+ a,_; -
10572+....+a;) ' n+ pay. Atunci 10m; —nm = F(10p + n)a,. Rezultd ci 10p + n|m daca si
numai dacd 10p + n|m, .

2. Ciriteriul general de divizibilitate

Numarul natural m = agax_;...a;a, se divide cu numarul natural p daca si numai daca suma
dintre cifrele sale inmultite cu restul Impartirii la p a puterii lui 10 asociata cifrei este un numar divizibil
cu p.

Demonstratie: Numarul m se scrie in baza 10 sub forma: m = agag_;...a;ap=ay * 10X + ay_; -
10%~14+....+a; - 10 + ay. Deoarece 10X =p-c, + 1y, 1 < Pp, atunci

m = M, +ag-rg+ag_q rk1+ag o Tkpt....+a; "1y + .
Rezulta ca p|m daca si numai daca p| ay " ry + ag_q " 'k—1+ag_p " Tk_p+....+a; "1 + .
3. Criteriul de divizibilitate cu 8

Un numar natural este divizibil cu 8 dacd si numai dacd suma dintre cifra unitdtilor, dublul cifrei
zecilor si cifra sutelor maritd de patru ori este divizibila cu 8.

Demonstratie. Fie m = ajag_;..-a;d49, P = axag_1---d3 $1qQ = a,a;agy, cu KEN k> 2.

Atunci m = 103p + q = Mg + 4a, + 2a; + a5. Rezultdi ¢i 8|mdaci si numai daca 8| (4a, +
2a1 + ao).

4. Criterii de divizibilitate cu 7, 11, 13

Un numar natural este divizibil cu 7 (sau cu 11 sau cu 13) daca si numai dacd diferenta dintre
cele doud numere obtinute prin ,,tadierea” numarului dat in doua astfel incat la dreapta sd raméana un
numar de trei cifre, este divizibila cu 7 (sau 11sau 13).

Demonstratie. Fie m = agayx_q...a;d9, P = agag_q1.--a3 $1q = aza;39, cu KEN, k> 2.

Atuncim = 103p+q=(7-11-13-1)p+q=7-11-13p + q — p. Rezulti ci 7|m daci si
numai daca 7|q — p .

5. Alt criteriu de divizibilitate cu 11
Numarul m = agag_1...a;ao este divizibil cu 11 daca si numai dacd suma alternativa a cifrelor lui m

(adica numarul p = ag — a; + a, — az+...) este divizibil cu 11.
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Demonstratie. Avem m = ay - 10X + a_; - 1057 1+... . 4+a, - 10 + a,.

Daci n = 2k, atunci 10" = 102K =9-11...1+1=9-M;; + 1.

2k cifre
Dacan = 2k + 1, atunci 10" = 100...01 —1 =9090...9091-11 -1 =M, — 1.
2k+2 cifre 2k cifre

Rezulta cam = p + My, sideci 11|lm & 11]|p.
6. Alt criteriu de divizibilitate cu 7

Numarul natural m = agag_;...a;3a, este divizibil cu 7 daci si numai daca numarul p = ay, - 3% +
ag_1 - 35 T+....+a; - 3 + a, este divizibil cu 7.
Demonstratie: Avem m = ay - 108+ ay_; - 1057 2+... . +a; - 10 + a5 5i 10X = M, + 3K, Atuncim =
M, + p. Rezulta ca 7|m daca si numai daca 7|p .

7. Criterii de divizibilitate cu 27, cu 37

Un numar natural este divizibil cu 27 (respectiv 37) daca si numai daca suma numerelor naturale
obtinute din el prin ,,tdierea” in grupe de cate 3 cifre, incepand de la dreapta, se divide cu 27 (respectiv
37).

Demonstratie. Avem 1000 = 2737 + 1.

Fiem = agag_q...a;a¢ Sip = a,a;ag +asazaz + -+, cu K€ N,k > 2. Atunci m = Mggg +
p. Rezulta c¢d 27|m daca si numai daca 27|p .

8. Ciriterii de divizibilitate cu 3, 7, 19

Un numadr natural este divizibil cu 3 (sau cu 7 sau cu 19) daca si numai daca suma dintre numarul
format din ultimele doua cifre marit de 4 ori si numarul format din celelalte cifre este divizibila cu 3
(sau cu 7 sau cu 19).

Demonstratie. Avem 400 = 3-7-19 + 1. Fie m = agag_;...a;d9 SIp = agdg_1---d, , cu KEN,
k > 2. Atunci 4m = 400p +4-a7a, =3-7-19-p + p + 4 -aja,. Rezultd ca 19|m daca si numai
daca 19|(p + 4 - ajay).

Bibliografie

1. Balauca A..Olimpiade, concursuri si centre de excelentd, Ed. Taida, 2019
2. Nachilad P., Probleme de matematica pentru concursuri, Ed.Sigma, 2006
3. www.viitoriiolimpici.ro

22



Revista de Matematica ,, TIteICa™ .....c.ccveveeveeerieeeeee et Colegiul National ,,Carol I, Craiova

O completare a unei teoreme din manual

Prof. Ionut Ivanescu,
C.N.P. ,,Stefan Velovan”, Craiova

In toate manualele de matematici, la lectia “Modulul unui numar complex”, un loc
important 1l ocupa ,,inegalitatea triunghiului”:

Pentru orice numere complexe z; si z, are loc inegalitatea | z1 + 2, | < |21 | + |Zz | .

Din pacate, manualele nu ne spun cand inegalitatea devine egalitate. Exista insa o problema si
mai interesantd. Care este conditia necesard si suficientd ca pentru n numere complexe
74,75, -, Zn Sa aiba loc egalitatea :

|2y + 2+ . Hzg | =z |+ |z [+ 4 |z | 2
In cele ce urmeaza, teorema de mai jos va da raspunsul complet la aceasta intrebare.

Teorema: Fien € N,n> 2 si z4, Z,, ... , Z, n numere complexe nenule. Conditia necesara si
suficientd pentru ca |21 +z,+ ...t 2z, | =|Zl |+ |22 |+ ot |Zrl | este ca sa
existe a,, ..., a, € (0, +oo ) astfel incat z, = a,* 21, Z3=2a3" Zq, ... , Zn = Ap" Z1.

Demonstratie: Vom demonstra afirmatia din teorema prin inductie matematica dupa n.
Sa demonstram mai intai propozitia P(2), unde P(n) este propozitia din enunt.
Fiez; =ri(costy +isint; )siz, =ry(cost, +isint, ), undery, r, € (0, +o0 )i ty,

t, € [0, 27).

| 7, + 2, | = | 74 | + | Zy | & \/(r1c0s t; + r5c0s t;)% + (rysin t; + rysint,)2 =ry +r,

& (rycos ty + rycos ty)? + (rysinty + rpsinty)? = (r; + ry)* &

2, 2 . . . . 2, 2 2. qin2 . . . Qi .
&ri-cos‘ty+2r; 'ryrcostyrcosty, +ry-coscty,+ ry-sin“t; +2-ry rry-sintg
sinty, +r3-sint,=r?2+2'r; ‘1, +r &

& r? - (cos’ty +sinty)+2:r; *ry - (costy - costy +sinty -sinty)+r2 - (cos’t, +
s 2 — 2 2 2 2 _ — 2 2
sin“ty)=r{+2'ry 'rptr; & rytry;+2:ry rryccos(ty — ty)=ri+ry;+2'r 'r, &

S cos(t; — ty)=1.Cum t; — t, € (—2m, 2m) . deducemeca t; = t, =t.
Deci z; =r,(cos t +1isint) = :—i "Ty-(cost+i-sint)= i—j - Z1. Notand i—j =a, > 0, obtinem ca z,
=a, 7y, cua, € (0, +o0 ) c.c.t.d.

Reciproc, dacd z, = a,- z4, se verificd usor ca | 7, + 7, | = | 7, | + | Zy |
Sa demonstram acum implicatia P(k) — P(k + 1), pentru k € N, k > 2,k fixat.
|21|+ | ZZ|+...+ | Zk|+ | zk+1| = |Zl+ Zy T ...t Zp + zk+1|=

=zt ot ot ot me)| < |z || @tz oz <

IA

AR TR P T P
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Deci |21|+ | ZZ|+...+ | Zk|+ | Zk+1|= |21 |+| Zyt ...+ zp + Zk+1| =
= | ZZ|+...+ | Zk|+ | Zk+1|= | Zyp + ...t Zp + Zk+1| .

Din ipoteza de inductie deducem ca exista bs, by... , b, € (0, +oo ) astfel incat

Z3 = b3 Zy,2,=by 7y, ..., Zx=by Zy S1 Zppq = briq Zy

Asadar |Zl+ Z, + by zZ,+ by 7, +... + by Z, +bk+1-zz|= |zl|+ | zz|+ | b3zz| +
+ | bazy | + . | brza | + | bryazz |
Deci |z, |+ | zo |+ bs-| zo| +bs-| zo| +...#be-| 25| +brys | 22| =
= |zl+ Zy + by zy,+ by zy +... + by Zy + bryq Zy |=
= | (z1+ 25) + b3zt by 2+ A bz + by 2y | <
<|zi+z | +bs| zo| +bs-| zz| +... b | Z2 |+ brgr | 22|
Deducem ca |le+ | Zzl < |zl+z2 | = |zl|+ | 22|=|21+z2 | = 7, = by 74,
unde b, € (0, +o0 )

Astfel am géSlt Zy, = bz' Z1,23 = b3' b2 ‘21,24 = b4,' b2 "Z1y oie s 241 = bk+1' b2 AR Notand
a,= b, >0,az3=bszb, > 0, ag=byb, > 0, ..., axy1 = byry1'b, > 0, demonstratia se incheie.
Implicatia reciproca se demonstreaza foarte usor prin calcul.
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PROBLEME PENTRU PREGATIREA CONCURSURILOR DE
MATEMATICA

1. Determinati numerele naturale n > 1 care au proprietatea: pentru orice divizor d > 1 al luin, d —
1 este divizor al luin — 1.

Czech-Polish-Slovak Junior Match, 2015

Solutie: Daca n este numar prim evident d = nsid — 1 = n — 1 si conditia este verificata.

o o . . .. .n n-1 . n—-1
Daca n nu este numar prim atunci avem un divizor d pentru care 1 < d < n si 235 € N, iar R

n n—d . - . .. . n .. .
= > 1. Se obtine n > d?. Daci ar exista un divizor d < v/n atunci ke Vn este divizor deci

d  d(d-1)
contradictie. Deci singurul divizor propriu al lui n este vn = p numar prim, deci n = p? .

2. Determinati numarul perechilor de numere naturale (a, b) care au cel mai mare divizor comun 1 -
2-3-..:50 sicel mai mic multiplu comun egal cu 1% - 22 - 32 - .- 502,
Czech-Polish-Slovak Junior Match, 2021

Solutie: Daca (a,b) =d =1-2-3-...-50, atuncia=d-xsib=d -y, iar(x,y) = 1.

Deoarece [a,b] = 12+:2%2-3%-...-50% seobtine x*y =1-2-3-..-50 adicdx -y = 2™ - 3"z .
573 . 7M. 114133172192 -23%-29-31-37 414347, sunt in total 15 factori primi.
Evident un factor prim divide doar pe x sau doar pe y deci avem 21° perechi.

3. Determinati toate perechile de numere naturale nenule (a, b), a < b pentru care
(a,x) - (b, x) = (20,x) - (22,x)

pentru orice numar natural nenul x, unde (n, m) reprezinta cel mai mare divizor comun al numerelor
msin.

Baltic Way, 2022

Solutie: Daca x nu este divizibil cu 2,5 sau 11 atunci (20, x) - (22,x) = 1, deci (a,x) = (b, x) si
avem a si b au ca divizori primi doar 2, 5 sau 11.

Daca x = 2 atunci (a,2) - (b,2) =4 decia = 2n,b = 2m, undem,n € N, n < m.

Daci x = 4 atunci (2n,4) - (2m,4) =8 deci 2|nsi2+tmsau 24 nsi 2 |m. In plus dacia x = 8
atunci (2n,8) - (2m,8) =4 deci4 t msi4 t m.

Daci x = 5 atunci (2n,5) - (2m,5) =5deci 5|nsi5+msau 5+nsi5 |m. In plus daci x = 25
atunci (2n, 25) - (2m, 25) = 4 deci 25 t msi 25 t m.

Dacid x = 11 atunci (2n,11) - (2m,11) = 11 deci 11 |nsi 11 t msau 11t nsi 1 |m. In plus daca
x = 121 atunci (2n,121) - (2m,121) = 11 deci 121 t m si 121  m.

Deci n*-m=2-5-11 deci n€{1,2,510,11,22,55,110}, n <10. Deci avem (a,b) €
{(2,220), (4,110), (10,44), (20,22)}.
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4.Cele 2mnumere 1-2, 2-3, 3-4,..., 2m-(2m+ 1), unde m € N,m > 2 sunt scrise pe o tabla.

. . - . o - . abc
O mutare presupune stergerea a trei numere a, b, ¢ de pe tabla si scrierea pe tabla a numarului —acihe

< v .o A < < A w . 4
. Dupa m — 1 mutari raman pe tabld doar doud numere. Presupunand ca unul dintre numere este 3

ardtati ca celalalt este mai mare ca 4.

Baltic Way, 2019

. < o ab+ac+bc 1 1 1 . . .
Solutie: Observam cd —5— = ——— =—t.+-, deci suma inverselor numerelor scrise pe
ab+ac+bc
tabla ramane constanta, pe care o notam cu S.
1 1 1 1 1
S = ——

S [ —
1-2 2-3 3-4+ +2m(2m+1) 2m+1

Daca x este cel de al doilea numar ramas pe tabla avem egalitatea 1 —

2 1
421 Sy,
2m-—3

3 1
==-+4-de unde x =
2m+1 4 X

5. Care este numarul maxim de numere naturale distincte care au suma 2013?
Olimpiada Moscova, 1998
Solutie: Aratdm mai Intdi cd numarul maxim nu poate depasi 63. Sa presupunem ca ar fi posibil ca
suma a mai mult de 63 de numere naturale distincte sa fie 2013. Atunci suma lor va fi cel putin

0+1+2+...+63= iﬂ = 2016 > 2013, contradictie. Astfel am demonstrat ca putem avea cel

mult 63 de numere.

A doua parte constd din a furniza un exemplu care sd arate ca existd 63 de numere naturale
distincte cu suma 2013. Consideram numerele 0,1,2,...,61 si 122. Suma acestora este % + 122 =
2013.

6. Stabiliti care este cel mai mare numar de numere prime care pot fi gasite printre 15 numere naturale
consecutive.

Constantin Dragomir, Recreatii matematice 3/ 2013

Solutie: Fie numerele consecutive p, p+ 1, p+2,..., p+ 14, p € N. Pentru p € {0,1, 2,3} se
verificd faptul ca sirul considerat contine, in fiecare caz, sase numere prime.

Fie p = 4. Sirul considerat contine cel mult opt numere impare consecutive, dintre care cel
putin doud sunt divizibile cu 3 si sunt strict mai mari decat 3. Prin urmare, sirul considerat poate contine
cel mult sase numere prime.

In concluzie, cel mai mare numar de numere prime printre 15 numere consecutive este 7. De exemplu,
pentru p = 0 sirul contine numerele prime 2, 3, 5, 7, 11, 13.

7. Se considera triunghiul isoscel ABC, cu baza BC. Bisectoarea <ABC intersecteaza latura AC in
punctul E, bisectoarea <BEC intersecteaza latura BC 1n punctul F, bisectoarea <EFC intersecteaza
latura AC 1n punctul G, iar bisectoarea XEGF intersecteaza latura AB in punctul H. Se stie ca GH
(IBC.

a) Demonstrati ca GF || AB.
b) Determinati masurile unghiurilor triunghiului ABC.
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Claudiu Militaru, Ploiesti

Solutie: Fie <xABC = <XACB = 2a. BE este bisectoarea <ABC si atunci ¥ABE = <EBC = a.
Cum GH [IBC, avem <AGH = <ACB = 2a unghiuri corespondente. Pentru ca GH este bisectoarea
LEGF, avem EGH = <HGF = 2a. Totdin GH || BC avem <HGF = «¥GFC = 2a unghiuri
alterne interne. Atunci, XGFC = XABC = 2a, unghiuri corespondente pentru dreptele AB si GF cu
secanta BC.

Din reciproca teoremei paralelelor taiate de o secanta rezulta ca GF || AB. Pentru ca FG este
bisectoarea <EFC, avem XEFG = <GFC = 2a. Unghiul <EFC este exterior triunghiului EBF si,
cum <EBF = a rezultd cda ¥BEF = 3a. EF este bisectoarea «BEC si ¥BEF = «FEC = 3a.

In triunghiul EFG, folosind suma unghiurilor unui triunghi, cum <EFG = 2a, <FGE = 4a si
AGEF = 3a,avem 9a = 180°, de unde a = 20°.Atunci, ¥ABC = <ACB = 40°si «BAC = 100°.

8. Consideram multimea A = {1,2,,3,...,2017 }. Determinati numarul submultimilor B € A4, cu
trei elemente, care indeplinesc , simultan, conditiile:
a) Cel putin doua elemente din multimea B sunt numere naturale consecutive;
b) Existd a € B, pentru care 3a € B.
Lucian Dragomir

Solutie: Submultimile lui A care indeplinesc conditiile date contin elementele a si 3a cu 3a<
2017, adica a< 672.

Dacd a=1, atunci {1,3} c Bsiavem B = {1,2,3}sauB ={1,3,4 }.

Dacd a € {2,3,...,672 }, atunci putem avea:

B, ={a—1,a,3a} sau B, ={a,a+1,3a} sauB; ={a,3a—1,3a} sau B, ={a,3a,3a+1},
unde multimile B; B, B3 si B, sunt distincte doud cate doud. Avem 4 - 671 = 2684 asemenea
submultimi.

Prin urmare, in total sunt 2684 + 2 = 2686 de submultimi B cu proprietatile din enunt.

9. Fie p un numar prim mai mare ca 5 si S = {p —n? |n € N,n? < p }. Demonstrati ci S contine
doud elemente a si b astfel 1 < a < b si a divide pe b.
Baraj Argentina

Solutie: Vom arata cd cel mai mic element al lui S care este mai mare ca 1 divide un element mai
mare al lui S. Daci p este de forma m? + 1 cum € N, aritim cip — (m — 1)? = 2m divide p? —
1 = m?. Intr-adevar, cum m este par, rezultd 2m | m?2.

Daci p nu este de forma m? + 1, el nu este nici de forma m? + 2m ( acesta este numir compus cici
m >1),decim? + 1 < p < m? + 2m pentru un anumit m € N (m > 2). Aritim ci p — m?, care este
un element mai mare ca 1 al lui S, divide un element mai mare al lui S. Conditia ca p — m? sa divida
un numar de forma p — n? cu n € {0,1,2,...,m — 1} este echivalentd cu p — m? divide unul din
numerele m?, m?—12,m?-22,....,m? — (m — 1)2. Fiind mai mic ca 2m , p — m? divide unul din
urmatoarele 2m — 1 numere cosecutive: 1,2,...m—1mm+1,...,2m —1, deci una din
diferentele m? — 02,m?—1%2,m?-22,....,m? — (m — 1)2. Rezulticip — m? =m, adicdi p =
m(m + 1), care inseamnd numir compus. Asadar p — m? divide unul din urmaitoarele numere:
1,2,....m—1mm+1,...,2m — 1, deci una din diferentele m*—12,m?—-22,....,m? — (m — 1)~

10. In n cutii transparente se introduc bile rosii si bile albastre. Trebuie alese 50 de cutii astfel incat
ele sa contind impreuna cel putin jumatate din bilele rosii si cel putin jumatate din bilele albastre.
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Este intotdeauna posibila o asemenea alegere indiferent de numarul bilelor si de modul in care au
fost distribuite in cutii daca:

ayn =100
b)n = 99?
Baraj OBMJ 2018
Solutie:

a) La 100 de cutii: in 25 de cutii pun cate o bila rosie, iar in celelalte 75 cate o bila albastra. Pentru a
alege cel putin jumatate din bilele rosii trebuie alese 13 cutii care contin bile rosii, iar pentru a alege
cel putin jumatate din bilele albastre, trebuie sd alegem cel putin 38 de cutii care contin bile albastre,
deci cel putin 51 de cutii in total. Prin urmare, dacd avem 100 de cutii, este posibil sa nu putem alegem
50 care sa contina cel putin jumatate din totalul bilelor de fiecare culoare. 1 s1 75 cu cate o bild de
culoare 2, trebuie alese cel putin 13 din primele si 38 din urmatoarele, adica 51.
b) Notand cu r; numarul de bile rosii din cutia i, putem presupune fard a restrAnge generalizarea ca
r; =T, 2...2 I'gg . Atunci vom alege din cutia 1, apoi dintre cutiile 2 si 3 pe cea care are mai multe
bile albastre, dintre cutiile 4 si 5 pe cea care are mai multe bile albastre, ..., dintre cutiile 98 si 99 pe
cea care are mai multe bile albastre. Este clar cd aceastd alegere indeplineste conditia din enunt.

1 1 1 3
a?(b+c)  b2(a+c) c?(b+a) — 2"

Etapa locala, Bihor, 2009, prof. D. Drambe

11. Daca a,b,c >0 si abc =1, aratatica E =

1

. 1 1
Solutie: abc =1 = — = b%*c?, — =a’c? = = a*b%
> a b2 c2
) 1 1 1 b%c?  a?c? a?p?
Atunci E = + +

aZ(b+c) = b2(a+c) = c2(b+a)  b+c a+c a+b’

2 2 2 2
Aplicam, pentru n = 3, inegalitatea Titu Andreescu: z—l + z_z + .. +2E> M, adevarata
1 2

an a1+a2+ +an
oricare ar fi numerele reale x4, x, ..., X, , unde a4, a,, ..., a, sunt numere reale strict pozitive.

At E = 1 1 1 __ b%c%  a%c? | a®p? . (bc+ac+ab)?> _ (ab+ac+bc)?
unct & = a?(b+c) b2(a+c) c?(b+a) " b+c a+c a+b = b+ct+a+ct+a+b  2(a+b+c)
X2 +y?+z22>2xy+xz+yz = (x+y+2)?%>30xy+xz+y2).

(1) Avem

Luim x = ab, y = ac, z = bc.Obtinem (ab + ac + bc)? > 3abc(a + b + ¢), de unde
(ab+ac+bc)?> __ 3abc 3 @)
2(a+b+c) 2 2 ‘

Din (1) st (2) obtinem inegalitatea data.

12. Se considera punctele A4, B, C, D coplanare, oricare trei necoliniare si Hq, H, ortocentrele
triunghiurilor ABC si respectiv ABD. Sé se arate cd A, B,C, D sunt conciclice daca si numai

daci H{H, = CD .
Etapa locald, Bucuresti, 2003, prof. Marian Andronache
Solutie: Intr-un triunghi ABC, cu notatiile consacrate si M un punct in plan avem relatiile MA +
MB + MC = 3MG si OH = 30G . HG = 2G0 = MG = 2% - 3MG = MH + 2M0 = >

MA+ MB + MC =MH + 2M0.
Fie O, 0, centrele cercurilor circumscrise triunghiurilor ABC si ABD.
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In triunghiurile ABC si ABD, luaind M = 0, obtinem 0A+0B +0C = O—H_l) +200 =
= OH, si OA +0B + 0D =0H, + 200, .

Din ultimele doud egalitati obtinem 0D — OC = OH, — OH, + 200, =

= CD = H,H, + 200;.

m =CD o TO{=6 , de unde deducem ca punctele 4, B, C, D sunt conciclice.

13. Rezolvati iIn multimea numerelor reale ecuatiile:

a) [ﬁ = 1+1[x] . (Gazeta Matematica, Etapa locala 2011)
b) [i = 1_1[x] . (Etapa locala, Sibiu, 2011, Prof. Neculai Stanciu)

Solutie: a)%[x]e Z = [x] € {-2; 0}

Daca [x] = —2, atunci [ﬁ] = —1,deunde x € [-2,—1) si :19( € [-1,0). Rezulta x = —2.
Daca [x] =0, atunci [ﬁ] =1, deunde x € [0,1) si ﬁ € [1,2). Rezulta x = 0.
b)l_l[x]ez >1—[x]=1sau 1—[x] =—1.

Daca 1 — [x] = 1, atunci [i] =1, deunde x € [0, %)

Daca 1 — [x] = —1, atunci [ﬁ] = —1,deunde x € [2, 3).
Deci x € (0—, 5| U [2, 3).

2
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CONCURSUL ,,ION CIOLAC”
Editia a XXII-a

SUBIECTE
ClasaalV -a

Problema 1. Se considera patru numere naturale distincte. Efectuand toate sumele oricaror trei numere
distincte dintre cele patru, se obtin sumele 42, 47, 50, 53. Care sunt cele patru numere?

Prof. Irina Barbu, Craiova, Revista Titeica

Problema 2. Un numar se numeste fericit daca are toate cifrele nenule si una dintre cifrele sale este
egald cu suma celorlalte cifre. De exemplu, 451 este fericit (5 = 1+ 4), dar si 514 este fericit.

a) Gasiti cel mai mare numar fericit care este cel mult egal cu 2023.
b) Cate numere fericite sunt cuprinse intre 197 si 300?
Prof. Luminita Popescu, Craiova

Problema 3. In patru cutii sunt in total 1200 piese LEGO. Un copil muti din prima cutie in a doua
atatea piese cate erau n a doua cutie. Apoi muta din a doua cutie in a treia de doud ori mai multe piese
decat erau in a treia. In final muta din a treia cutie in ultima de trei ori mai multe piese decat erau in a
patra. Dupa aceste mutari copilul constatd cd numarul de piese din cele patru cutii este acelasi. Cate
piese LEGO erau la inceput in fiecare cutie?

Prof. Monica Stanca

ClasaaV-a

Problema 1. Determinati numerele naturale a, b, ¢, stiind ca a este un numar prim, a + b + ¢ = 48
si 5b + ¢ = 130.

Gazeta Matematica

Problema 2.

32023

a) Scrieti numarul 4 ca suma dintre un patrat perfect si un cub perfect.

’

Revista ,, Titeica’

1913

b) Stabiliti daca fractia —
’ 71116

este subunitara, echiunitara sau supraunitara.

Prof. Raluca Ciurcea
Problema 3. Pe o tabla sunt scrise numerele 1,2,3,...,2023. Andrei si Mihai sterg pe rand numerele
de pe tabla astfel: mai intai Andrei sterge numerele de pe locurile impare, apoi Mihai sterge numerele
de pe locurile pare din sirul ramas si asa mai departe.

a) Aflati suma numerelor ramase pe tabld dupa ce Andrei si Mihai sterg fiecare o datd numerele de
pe tabla.
b) Care este ultimul numar sters de pe tabla?

Prof. Aurelia Petrica

Clasaa VIl -a

30



Revista de Matematica ,, TIteICa™ .....c.ccveveeveeerieeeeee et Colegiul National ,,Carol I, Craiova

Problema 1. Determinati numerele intregi a si b care verifica egalitatea a - b* + 2023 = b3,
Monica Stanca, C.N. ,,Carol I, Craiova

Problema 2. Produsul tuturor divizorilor naturali ai unui numir natural n este egal cu 275 - 360,
Determinati numarul ».

Vasile Scurtu, Bistrita, GM 2/2021

Problema 3. Fie ABC un triunghi echilateral si M simetricul lui 4 fatd de B. Perpendiculara din 4 pe
BC intersecteaza dreapta MC in N. Daca MC = 18 cm, determinati lungimea segmentului AN.

Cristina Spiridon, Craiova, Revista Titeica 2022
Clasaa VII -a
Problema 1 Fie numerele reale a, b, ¢ € {—3,3} cu proprietatea ci a>bc? = —729.

a) Demonstraticd |a + b+ c| = 3 si |ab + bc + cal =9.
b) Rezolvati ecuatia x - (x + a) + b(x + a) = ab + ¢?.
Raluca Ciurcea, Craiova

Problema 2 Fie trapezul ABCD cu bazele AB si CD in care AB = 2CD. Fie M mijlocul laturii BC, iar
P punctul de intersectie a dreptelor DM si AC. Demonstrati ca:

a) DP = PM;
b) dreptele AC, paralela prin D la BC si paralela prin M la 4B sunt drepte concurente.

Nicolaie Talau, Craiova
Revista Titeica 2022

Problema 3 Fie numerele naturale m,n care verifica relatia V1 + 3m*1 + 3n + /2" + 5m = 7.

a) Demonstrati ca numarul 2™ + 5m este patrat perfect.
b) Determinati numerele m si n.

Raluca Ciurcea, Craiova

Clasa a VIII —a

Problema 1. Determinati numerele naturale x si y care verificd egalitatea: 13* + 15 = y?2.

Prof. Gabriel Tica, Craiova, Revista Titeica

Problema 2. Determinati numerele reale x,y,z > 0 pentru care x +y + z = 6 si

2 2 2
X VA
max{—, X ,—}Sl.
y+z' x+z x+y

Prof. Luminita Popescu, Craiova
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Problema 3. Se considerd prisma patrulatera regulati ABCDA'B'C'D’ cu indltimea AA’ = a si
punctele M, N si N’ pe BC, AB si respectiv A'B’ astfel incdt CN = DM = C'N' = 2a. Daca {0} =

DM A CN atunci X2 = %3,
NC 2

a) Calculati masura unghiului format de dreptele DM si C'N’.
b) Calculati masura in grade a unghiului format de planul (C’DM) cu planul bazei (ABC).

Prof. Luminita Popescu, Craiova

ClasaalIX -a
Problema 1. Fie a, b, c > 0 astfel incat abc = 1. Sa se demonstreze ca :
Va Vb Ve Va Vb Ve
+ + <1< + + :
Va+b2+c2 Vb+c2+a? e+ a?+b? Va+2bc vb+2ca e+ 2ab

Mihai Opincariu , Brad, Gazeta Matematica

Problema 2. Fie functia f: N — N, cu proprietatea f(n+p) = f(n+p —1) +1,Vn € N, iar p este
un numar natural fixat. Stiind ca existd k € N astfel incat f(k +p — 1) = k + p — 1, determinati f(p).

Prof. Gabriel Tica, C.N. ,,Carol I”, Craiova

Problema 3. Se considera triunghiul ABC, cu AB # AC, 1n care D este mijlocul segmentului BC, I
este centrul cercului inscris in triunghiul ABC, DI N AB = {E}, AD n EC = {S}.

< . o . SC .
Dacd AB = ¢, AC = b si BC = a, determinati valoarea raportului g functie de a, b, c.

*kk

ClasaaX-a

Problema 1. Fie a, b, c numere complexe distincte, cu proprietatea ca |a| = |b| = |c| = 1. Sa se
arate cd dacd l[a+b —c|®>+ |b+c —al|?+ |c + a — b|?> = 12, atunci a, b, ¢ sunt afixele varfurilor
unui triunghi echilateral.

Revista Titeica

Problema 2. Si se determine solutiile reale pozitive ale ecuatiei logs(x% — 1) + 5%°~% = 1 4 125%,
Prof. Cristian Schneider, Craiova

Problema 3. Fie n > 2 un numar natural fixat si numerele reale strict pozitive x4, X,,** X, cu

. L1 1 1 - . . .
proprietatea ca po + o + ot = 1. Sa se determine valoarea maxima a sumei:
1 2 n
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Prof. Catalin Spirodon, Craiova
Clasa a XI -a

Problema 1. Calculati

lim

n—-oo

12.CL4+22.-C24--4n% -C! "
1-2-Ct+2-3-C2+-+n-(n+1) -C
Prof. Carmen-Liana Georgescu, Craiova

Matei Tascau, UK
Revista Titeica 2022

Problema 2. Fie numarul natural n,n > 2. Demonstrati ca, oricare ar fi matricele X,Y € M, (C), are
loc relatia

rang(XY) — rang(YX) < B]

Problema 3. Fie f: R — R o functie derivabila astfel incat ecuatia f(x) = 0 are solutia unica x; =
2023. Demonstrati ca exista un numar real ¢ pentru care are loc inegalitatea

f'(©) c c?

Fo+ro  t2tE

Prof. Raluca Ciurcea, Craiova

Clasa a XII -a

Problema 1. Fie (G,") un grup cu 35 elemente care are un subgrup H cu 5 elemente cu proprietatea
ci,oricarear fix € G,y € H,avem xyx~! € H.Aritati ci G este ciclic.

Revista Titeica

x VJ1-cost

Problema 2. Fie I(x) = \/Z_Efo 5+3cost

egalitatea tg (I (x) — g) = %

dt, x € (0,2m). Determinati x € (0, 2m), care satisface

Prof. Stancele Mihaela, Craiova

Problema 3. Fie f: R — (0, ) o functie continua, cu proprietatea ca f(x) - f(1 —x) = 1,Vx € R.
a) Calculati

I= 1 ! d
- OJ (2 —4dx+5)(1+ f(x)

b) Aratati ca

33



Revista de Matematica ,, TIteICa™ .....c.ccveveeveeerieeeeee et Colegiul National ,,Carol I, Craiova

Prof. Luminita Popescu, Craiova
SOLUTII
Clasa a I'V-a

Problema 1.

Fie a,b,c,d numerele date. Avem a + b + ¢ = 42; b + c +d = 47, a + ¢ + d = 50 si
a + b + d = 53 .Adunand cele 4 egalitati membru cu membru obtinem 3-(a + b + c+d) =
192sirezultaa+b+c+d = 6431

a=@+b+c+d)—(b+c+d)=64—-47=17

b=(a+b+c+d)—(a+c+d)=64—-50=14

c=(@+b+c+d)—(a+b+d)=64—-53=11

d=(a+b+c+d)—(a+b+c)=64—-42=22
Problema 2.

a) Toate numerele de la 2000 la 2023 nu sunt fericite, deoarece au cifra sutelor zero. Cautam cel mai
mare numar fericit de forma 19ab. Trebuie ca a si b sa fie cat mai mari, iar 9 e cea mai mare cifra.
Deducem 9 =1+ a+ b, adicaa + b = 8.

Cel mai mare numar va avea cifra zecilor cat mai mare, iar b este nenula, decia = 7, b = 1 si
numarul cerut este 1971.

b) 197 < abc < 300, decia = 1saua = 2.

Pentru a = 1 avem doar numerele 198 si 199, dintre care este fericit 198 (9=1+8)

Pentru a = 2 avem numerele 2bc fericite daci 2 =b +csaub=2+csauc=2+Db

Dacd 2 = b + c atunci b = ¢ = 1 si este fericit numarul 211

Daca b = 2 + ¢ atunci numerele fericite sunt 231, 242, 253, 264, 275, 286, 297

Daca ¢ = 2 + b atunci numerele fericite sunt 213, 224, 235, 246, 257, 268, 279

Problema 3.

Fiecare cutie are in final 1200: 4 = 300 piese LEGO . Deoarece in ultima cutie s-au pus de trei ori

mai multe piese decat erau la inceput, acolo sunt de 4 ori mai multe piese decat initial, deci la inceput

erau 300: 4 = 75 piese.

Din cutia a treia s-au luat 3 X 75 = 225 piese (sau 300 — 75 = 225 piese)

In cutia a treia au fost 300 + 225 = 525 piese dupi ce s-au mutat din a doua cutie de doua ori mai

mute decat au fost initial 1n a treia cutie. Prin aceasta mutare s-a triplat numarul de piese din cutia a

treia, deci la inceput au fost 525:3 = 175 piese in cutia a treia.

Din cutia a doua s-au luat 2 X 175 = 350 piese

In cutia a doua au fost 300 + 350 = 650 piese dupa ce s-au mutat din prima cutie in doua céte au

fost initial in a doua cutie. Prin aceasta mutare s-a dublat numarul de piese din cutia a doua, deci la

inceput au fost 650: 2 = 325 piese in cutia a doua.

Din prima cutie s-au luat 325 piese, deci la inceput au fost 300 + 325 = 625 piese in prima cutie
Clasa a V-a
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Problema 1.

Deoarece 5b + ¢ = 4b + b + c, iar 5b + ¢ este par deci b + c este par.
Cum a + b + c este par, rezultd ca a este par. Dar a este prim, deci a = 2.
Deoarece b + ¢ = 46 51 5b + ¢ = 130 rezulta b = 21 si ¢ = 25.

Problema 2.

a) Observim ci 43=16+27=4% + 33si
432023 — 43633741 = (43337)6. 43 = (433373 . 4)2 4 (433372 . 3)3

Observidm cd 192 = 361 < 363 = 3 - 112, de unde obtinem 19* < 111*-2187 < 111*-2200.
Dar 191* < 1115-200 < 116 - 19 = 1913 < 1116 si in concluzie fractia este subunitar.

Problema 3.

a) Dupa prima runda ( adica dupd ce Andrei si Mihai sterg fiecare o datd numerele de pe tabla)
raman pe tabla numerele 2, 6,10, 14, 18, 22,...,2018,2022 si 2 + 6+...+2022 = 512072.

b) Observam ca al doilea element al sirului din runda k ( adica dupa ce Andrei si Mihai au sters
alternativ de k — 1 ori numerele de pe tabld) devine primul element din runda k + 1, iar diferenta
dintre doua elemente alaturate ale sirului este egala cu 22=1.

Al doilea element al sirului la inceputul rundei 1 este 2.
Al doilea element al sirului la inceputul rundei 2 este 2 + 22 = 6.

Al doilea element al sirului la inceputul rundei 3 este 6 + 2* = 22..

Al doilea element al sirului la inceputul rundei 4 este 22 + 26 = 86.

Al doilea element al sirului la inceputul rundei 5 este 86 + 28 = 342,

Al doilea element al sirului la inceputul rundei 6 este 342 + 21° = 1366. Deoarece 1366 +
212 > 2023, rezultd ca ultimul numdr sters este 1366.

Clasa a VI-a

Problema 1.

b3 —a-b?=2023 © b%(b—a) = 2023, iar 2023 = 7 - 172 deci b? € {1?;17?}.
Pentru b = 1 avem 12(1 — a) = 2023 si se obtine a = —2022.
Pentru b = —1 avem (—1)?(—1 — a) = 2023 si se obtine a = —2024.

Pentru b = 17 avem 17%(17 — a) = 2023 si se obtine a = 10 .
Pentru b = —17 avem (—17)?(—17 — a) = 2023 si se obtine a = —24 .
Problema 2.

Produsul divizorilor lui 7 este 27° - 3%°, deci n = 2% - 3%, unde a, b € N*, iar numarul divizorilor lui
neste k =(a+1)(b+1).Fie D, ={d;,d,,...,d } multimea divizorilor lui n. Atunci d; - d, -...-

. n n n n n n
d, =275-300 gj—.—. .—=275.3%0 deoarece D ={— —_ . —}.
k Pdy d, di ’ 7y dy " dg
n n n
d1'd2'---'dk'd_'d_'---'d_:(275'360)2 , de unde nk = 2150 . 3120
1 2 k

(2@ - 3b)(a+D)(b+1) = 2150. 3120 decig(q + 1)(b + 1) = 150 si b(a + 1)(b + 1) = 120

Y . 9 . .a _ 5 5bh . . . . .
Impartind ultimele doua relatii rezulta S = deunde a = < 5 inlocuind mai sus obtinem
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b (% + 1) (b+1) =120 & b(5bh + 4)(b + 1) = 480, de unde b = 4 si numarul cautat este
n=2%-3%
Problema 3.

AABC echilateral si AN 1 BC, deci (AN bisectoarea <BAC si <NAC = <NAB = 30°

AABC echilateral, xMBC = 180° — 60° = 120°, iar M simetricul lui 4 fata de B, deci MB = AB =
BC sirezulta AMBC isoscel, ¥BMC = <BCM = (180° — 120°):2 = 30°.

XACN = <ACB + ¥BCM = 60° + 30° = 90° si «NAC = 30°,deunde AN = 2-NC

XAMN = <NAM = 30° si rezultd AAMN isoscel, MN = AN =2-NC si MC = MN + NC =3
NC,dar MC = 18 cm,deci NC = 6cmsi AN =12 cm

Clasa a VII-a

Problema 1.

a) a’> =c?=9,si,cuma3bc? = —729,rezultd ab = —9. Deoarece a, b € {—3,3} deducem ci
a+ b =0.Prinurmare la + b + c| = |c| = 3si|ab + bc + ca| = |ab| =9

b) Prin calcul ecuatia devine x? + ax + bx + ab = ¢? + ab. Tindnd contcia + b = 0,c? = 9,
ecuatia devine x? = 9. De aici x € {—3, 3}, care verifici relatia.

Problema 2.

a) Fie N mijlocul segmentului [AB] si Q punctul de intersectie a dreptelor DN si AC.

MN este linie mijlocie in triunghiul ABC, deci MN || AC, de unde MN || QPAB =2CD, deci AN =
DC.Cum AN || DC, deducem ca patrulaterul ANCD este paralelogram, deci Q este mijloc pentru
segmentele [DN], [ACIn triunghiul DMN, QP || MN, Q este mijlocul lui [DN], deci QP este linie
mijlocie si DP = PM Din BN = DC, BN || DC rezultd BNDC paralelogram. De aici DN || BC.

Dar QM este linie mijlocie in triunghiul CAB, deci QM || AB.

Dreptele AC, paralela prin D la BC si paralela prin M la AB se identifica astfel cu dreptele AC, DN si
M@, concurente. in Q.

Problema 3.

a) Fie 1+4+3™"! +3n=a € N*,2"+5m = b € N*. Relatia datd devine Va + Vb = 7. De aici,
Vab == (49 — a — b) € Q. Inmultind relatia initialz cu Vb obtinem Vb == - (Vab + b) € Q.
De aici rezultd ci existd numerele naturale nenule, prime intre ele, astfel incat b = p?/q? si cum
b este un numar natural nenul, rezulti ¢ = 1si b = p?,p € N*.

b) Ca mai sus deducem c¢i a=t?t€N* si p+t=7. Studiind cazurile (p,t) € {(1,6),
(2,5),(3,4), (43), (52), (6,1)}, adica (2™ + 5m, 1 + 3™*1 + 3n) € {(1,36),
(4,25),(9,16),(16,9),(25,4), (36,1)}, obtinem solutia unicam = 1,n = 2

Clasa a VIII-a

Problema 1.

Daca x este numar impar atunci ultima cifra a lui 13* este 3 sau 7 si ultima cifra a lui 13* + 15 este
8 sau 2 deci ecuatia nu are solutii. Dacd x este numar par atunci x =2n,n €N si 15 =
(y —13™)(y + 13™). Deoarece y — 13™ < y + 13™ avem cazurile : y — 13" =1,y + 13" = 15 i
y—13"=3si y—13"=5. Daca y — 13" = 1,y + 13" = 15 atunci obtinem y =8 si 13" =7
deci nu avem solutii naturale. Daca y — 13™ = 3,y + 13™ = 5 atunci obtinem y = 4 si n = 0 deci
x = 0 solutie.
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Problema 2.

x2 2 ZZ 2
Din relatia max { y—,—} <1 obtmem — <1, =<1, — < 1deunde avem x? <
y+z x+z x+y y+z x+z x+y

y+2z,y% < x+2z 2> < x+y. Insumand cele trei relatii avem x? + y? + z2 < 12. Dar
3(x* +y*+2%) = (x+y+2)°*+ (x—y)*+ (y—2)* + (z — x)* de unde obtinem 36 > 6* +
(X_Y)2+(Y—Z)2+(Z—x)2 decix=y=z six=y=2z=2.

Problema 3.

a) Deoarece NN'C’C este dreptunghi obtinem C’'N’ || CN si de aici mdsura unghiului dintre dreptele
C’'N’ si DM este egala cu masura unghiului dintre dreptele CN si DM. Deoarece ADCM = ACBN avem
CDM = NCB de unde obtinem DM L CN si (C'N’,DM) = 90°.

b) Deoarece CO L DM aplicand teorema celor 3 perpendiculare obtinem C’0O L DM deci masura
unghiului dintre planele (ABC) si (C’DM) este masura C'OC

in dreptunghiul NCC’N’ avem NN’ = CC' = 2a si NO = a+/3 de unde obtinem N’0 = N’C’ = 2a si
triunghiul N’C’0 este isoscel de baza 0C’, deci d(C’,N’'O) = d(O,N’C’) = a.

Din d(C’,N’0) = d(C’,0C) obtinem (OC’ bisectoarea unghiului CON’. In triunghiul NN’O,

dreptunghic in N avem sin(NON’) = %deci NON’ = 30°s5i C'0OC = 18002_300 = 75°.
Clasa a IX-a
Problema 1.
(b+c)2<2(2+4+c®)=2b24+c2>(b+0)- (b”) > (b + ¢)Vbc de unde
Va Va a _a
Va+b2+c2 ™ \/_+(b+c)\/_ a+(b+c)Wabc atb+c
Va a a

= =
va + 2bc a+2bcx/a a + 2\ abc \/_ a+2Vvbc a+b+c
Va . a Va
Va+b2+c2  a+b+c” \a+2bc

Problema 2.

in relatia din enunt inlocuim » cu k si obtinem:f(k +p) = k +p. Demonstrim prin inductie
matematicica f(n+p) =n+p, Vvne N, n > k.

Consideram multimea A ={n € N|f(n+p) # n+ p}. Conform celor demonstrate anterior,
multimea 4 este finita. Fie m cel mai mare element al multimii 4. Atunci f(m + p) # m + p.

Dar f(m+p+1)=f(m+p)+1+m+p+ 1 Deci,m+ 1€ A, contradictie cu maximalitatea
lui m.Rezultd ca multimea A este vida,deci f(n +p) =n +p, Vvn € N, de unde rezulta ca f(p) = p
Problema 3.

? _ arA+brg+crc _>

AFE
1= gipte > DT ‘(TB +7¢). Daca 5 = k. atunci DE = (1—k)DA + kDB = (1 — k)7, +

1\ — c 1
T, —=)r +(———)r . DE si DI sunt
a+b+c A (a+b+c 2) B a+b+c 2 ¢ ’

a —

(k—%)r_,;—lrc DI=7—-T1p =

1-k)(a+b+c 2k—-1 2(a+b+c b—c
coliniari, de01( X ) = g ), = .
2 b—-a-c a+b-c
DB SC AE .
Din teorema lui Menalaus in ABEC, transversala A-S-D rezulta: ¢ SE A= 1si1
SC _ AB _ a+b-c
SE~ AE  b-c
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Clasa a X-a

Problema 1.

Fie A(a), B(b) si C(c). Deoarece Iql = |b| = |c| = 1, obtinem ca punctele A(a), B(b) si C(c) apartin

cercului cu centrul in O si razd 1. In reperul cartezian cu originea in O ortocentrul triunghiului ABC

este H(a + b + c).

la+b—cl?=(a+b—-c)(a+b—-c)=3+a(b—c)+b(@a—-c)—c(@a+b)

lb+c—al’=(b+c—a)(b+c—a)=3+b(c—a)+c(b—a)—a(b+7)
c+a—bl?=(c+a-b)(c+a—b)=3+c(a—b)+a(c—b)—b(+a)

Prin sumare, obtinem ¢d [a+b—c|>+|b+c—al*+|c+a—bl>?=9—c(a+b)—a(b+¢) -

b(c+a)=12—(a+b+c)(a+b+c).Folosind relatia din ipotezd, obtinem |a+ b+ c|? =

(a+b+ C)(C_l +b+ E) =0, deci a+b+c=0= H =0, de unde avem triunghiul ABC este

echilateral.

Problema 2.

Adunam logsx si obtinem: logsx + logs(x% — 1) + 5% 7% = logsx + logs3 + 53* adica

logs(x3 —x) + 5% 7% = log;3x + 53* (*). Se considera functia f: (0, 4+) > R, f(t) = logst +
5¢.

Se aratd ca functia este strict crescitoare, deci injectiva. Relatia (*) devine f(x3 — x) = f(3x).

Atunci x3® —x =3x = x®—4x = 0. Obtinem valorile x; =0 & (0,0), x, = —2 & (0, ) si
solutia x; = 2 € (0, )
Problema 3.

. 1 . . :
Notand — =, k=1,n obtinem a;+a,+--+a,=1 si q,>0, k=1,n Suma devine
k
1 _\n ag

n
k=1 n k=1n ——
’x,’{l+n-x,7(l_1 v1tnag

. e e . - ag
inegalitatiit  Jensen  obtinem  ca: a ( ) < ( n_ ) =
g ’ ’ k 1 W Zk 1%k f 1+n-ay f k=114n-ay

Deoarece functia f: (0,0) - R, f(x) = V/x este concavi, conform

n ag
k=114n-ay

~ este concavi pentru orice n = 2 deoarece g(x) = (1 - x)

Functia g: (0,0) - R, g(x) =

Folosind inegalitatea Jensen, avem ca:
a » a 1 1
ko1 — =Yk 9(@) Sn g(klk)_n'g(;)=§-

k=11+n-ay
1 —

n
Yhoi———== i 7——==<
n,x;{l+n-x;{l_1 1+n-ag f

1 1 .
=1 ———— este 7= care se obtine pentru x; = x, =+ = X, = N.
nl n n-1 V2 ’
xk+n-xk

Problema 1.

Deci, de unde deducem c¢a maximul sumei

Clasa a XI-a

RkZ-Ck=¥t_k-n-Cil=n-Y0_(k-1+1) Ckz]=
n-m—1D)Y,Ck24n- Y0 Ckol=n-n-1)-2"24n-2"1=n-(n+1) 22
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n n n
Zk-(k+1)-C,’f=Zk2-C,’f+ Zk-c{f=n-(n+1)-2n-2+n-2n-1=
k=1 k=1 k=1

=n-(n+3) 2"2

2 . . . n - - n —
Inlocuind, limita de calculat devine lim (n—ﬂ) = lim (1 + —2) =e 2.
n-ooo \n+3 n—oo n+3

Problema 2.

Deoarece  rang(XY) < min{rang(X),rang(Y)} < Lang(*)+rang(¥) si  rang(YX) = rang(X) +
g g g .

rang(Y) — n (Sylvester) atunci rang(XY) —rang(YX) <n — rang(X)+rang(r)

Pe de alta parte rang(XY) — rang(YX) < rang(XY) <
2(rang(XY) —rang(YX)) < n, de unde rang(XY) — rang(YX) < 2 < E] + 1. Tinand cont ca

rang(XY) — rang(YX) este un numar intreg, rezultd concluzia.
Problema 3.

Definim g:[0,2023] - R, g(x) = (e* —x — 1) - f(x), derivabila, deci functie Rolle pe [0,2023].
In plus, g(0) = g(2023) = 0. Conform teoremei lui Rolle existd ¢ € (0,2023) astfel incat g'(c) =
0,deunde (e —c—1) - f'(c) + (e¢ — 1) - f(c) = 0. Relatia se scrie echivalent (e¢ — 1) -

(f(©) + f'(c)) = ¢ f'(c). Observam ci dacd f(c) + f'(c) = 0, atunci f'(c) = 0, deci f(c) =

. fr(c) e‘-1
' =
0, c # 2023, fals!. Putem scrie asadar FEIYIG) . (1).

2 3
Fie h:[0,0) > R A(x) =e* -1 —x — x? — %. Cum h'"'(x) = e* —1 > 0pe (0, ), deducem ca
functia h"’ este strict crescatoare, deci h” (x) > h''(0) = 0 pentru x > 0. Prin urmare functia h’ este
strict crescatoare, deci h'(x) > h'(0) = 0 pentru x > 0. De aici functia h este strict crescatoare, deci

2 3 c_
h(x) > h(0) = 0 pentru x > 0. Rezultd decicda e > 1+ c + % + % , echivalent cu % >1+

rang(X)+rang) A dunand, deducem ca

c . c?
5 T —pentruc > 0(2).
f'(©)

. .. . < c  c?
Din relatiile (1) si (2) rezulta o) >1+-+ =

Clasa a XII-a

Problema 1.

Ord(H) =5 deci H este ciclic si H = {e, h, h?, h3, h*}. Din Teorema lui Cauchy existi un g € G
pentru care ord(g) = 7. In plus exista n € {1,2,3,4} pentru care ghg™" = h™ Daci ghg ' =e
atunci se obtine h =e ceea ce este imposibil. Din ghg~! = h™ se obtine g?hg~2 = gh™g~1si
(ghg™)" = h™" adica g2hg~2 = h™" . Tterand se obtine h = g’hg~7 = h"'sin” = 1 (mod 5). Dar
n* =1 (mod 5) decin=1si ghg™! = h, de unde gh = hg.

Avem (gh)3® = g3°h3%> =e, (gh)” = h? # e, iar (gh)°® = g° # e, deci ord(gh) = 35 si G este
grup ciclic.

Problema 2.
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2 70 543 cost 2 70 1+3coszt

V3cosi 4 x
Iz rmdz = ;—arctg(\@cos;).

tg (I(x) — g) = —tg (arctg (\/§ cos g)) = %de obtinem /3 cos g = —% adica cos g = —

(0,7) deunde x = 4?”.
Problema 3.

.t
I(x) = V6 (% Vizcost dt = ﬁfx o dt . Facand schimbarea de variabild u(t) = \/—COS— =

z obtinem [(x) = —

~ (S
Nype
m

a) Facem schlmbarea de variabilau(x) =1—x =tsi ob‘;mem

1 1
d
(4(1—t)2 4(1—t)+5)(1+f(1—t)) J(‘“Z““*S)(”ﬁ) ‘

[ - f f(x)
J (4x2 —4x +5)(1 + f(x))

Avem
1+ f(x
21=J f&) dx = j—dx.
(4x?2 —4x +5)(1 + f(x)) (2x—-1)2+4

0 0

1 1 . 1 1
Darf mdx = EaT'Cth , deci I = ZaT'Cth
b) Facem schimbarea de variabild u(x) = 1 — x = t si obtinem fol fx)dx =— 10 fAQ—x)dx =
fo f(X)
Deci

1 1

jf(x)dx—oj(f<x>+f( ax > szdx=z

De unde obtinem f01 fl)dx=>1.
PROBLEME REZOLVATE DIN NUMARUL TRECUT AL REVISTEI

Clasa a IV-a
1. In doua cosuri erau 37 de oud. Dupi ce din primul cos se iau 5 oud, iar din al doilea se scot 12
oua, in cele doud cosuri riman numere egale de oud. Cate oua erau in fiecare cos la inceput ?
Prof. Bogdan Ecaterina, prof.- C.N,,Carol I’ Craiova
Solutie (Popescu Dragos, elev C.N. ,,Carol I’ Craiova)

Observam ca numarul de oud din cele doud cosuri este inegal, la Inceput, dar se egaleaza
dupa ce se scot din fiecare un anumit numar de oud. Reprezentam, asadar, numarul de oua din
fiecare cos, la final si inainte de a se scoate ouale.

Final

Cos 1

Cos 2

Initial

Cos 1 + 5 oud

Cos 2 4 12 oua \JL

Observamca 2p + 5 + 12 = 37 37 oud
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2p = 37-5-12

2p = 20

p = 10 oud (atitea oud au ramas in final, n fiecare cos)
0 + 5 = 15 oud au fost initial in primul cos
0 + 12 = 22 oud au fost initial in al doilea cos

2. Trei numere naturale consecutive se impart pe rand la un numar de 2 cifre, iar suma celor 3
resturi obtinute este 103.Care este cel mai mare dintre cele 3 resturi ?
Solutie (Grigorie Eva Miruna, elev C.N. ,,Carol I Craiova)

Fie ab numirul de doui cifre cu care se impart cele 3 numere si x cel mai mic dintre cele trei
numere. Daca niciunul dintre numerele x, x + 1 six + 2 nu se impart exact cu ab atunci din teorema
impartirii cu rest avem x =abXc+7r, x+1=abxc+r+1, x+2=abXc+r+2, iar
suma celor trei resturieste r +r + 1 +7r + 2 = 103 deci 3 X r = 100 imposibil. Deci unul dintre
numere se imparte exact cu ab.

Daci x se imparte exact cu ab atunci x =abxXc, x+1=abXc+1, x+2=ab x c+ 2iar
suma resturilor este 3, imposibil.

Daci x + 1 se imparte exact cu ab atuncix =abXc+ab—1,x+1=abx (c+1), x +2 =
ab X (c + 1) + 1iar suma resturilor este ab = 103, imposibil.

Daca x + 2 seimparteexactcu@atuncix=@Xc+%—2,x+1 =abXc +ab—1, x+
2 =ab x (c + 1) iar suma resturilor este 2 X ab — 3 = 103, deci 2 X ab = 106, ar ab = 53 si
cel mai mare dintre resturi este 52.

3. In doua ladite erau cantitati diferite de cirese. Dupa ce din prima ladita s-a vandut un sfert din
cantitate, au mai ramas 6 kg, iar dupa ce s-a vandut jumatate din a doua ladita, au mai ramas in ea
8 kg. Cate kilograme de cirese au fost la inceput in cele doua ladite la un loc ?
Solutie (Vartosu Ana, elev C.N. ,,Carol I Craiova)
Reprezentam cantitdtile din ladite, asa cum ni le indica problema
Ladita 1

1 | ‘ |

4
Lédlta 2 6 kg

Observam ca trei sferturi din
cantitatea din prima ladita reprezinta 6 kg, deci, un sfert reprezintd 6 : 3 = 2kg si intreaga
cantitate 2 x 4 = 8 kg de cirese au fost la inceput in prima ladita.

Observam ca jumatate din cantitatea din a doua ladita reprezinta 8 kg, deci la inceput in a
doua ladita au fost 8 x 2 = 16 kg cirese 518 kg + 16 kg = 24 kg de cirese au fost in total, la
inceput, in cele 2 ladite.

4. Un tata are de 5 ori varsta fiicei sale, iar peste 10 ani va fi de trei ori mai In varsta decat ea. Cati
ani are fiecare ?
Solutie (Oanta Raissa, elev C.N. ,,Carol I Craiova)
Notam Varsta Tatalui = T §i Varsta Fiicei=F si avem relatiile T = 5FsiT + 10 = (F +
10) x 3.
Inlocuim pe T in prima relatie si obtinem 5F + 10 = 3F + 30, deci 5F - 3F = 30 — 10 adica
2F = 20anisiF = 10ani,iarT = 10x5 = 50 ani.

5. Sa se calculeze sumaa + b + ¢, stiindcda+ b = 30,a + ¢+ c = 160,iarc + b = 80.
Solutie (Patrana Aylin, elev C.N. ,,Carol I’ Craiova)
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Din (c+b)-(a+b) = 80-30seobtine c + b-a-b = 50adicic—a = 50, decic =
a+50 sia+a+50+a+50=160 sirezultda a+a+a =60,deundea = 20,iara+ b +
c=20+80=100.

Clasa a V-a

1. Un numar natural se numeste superpar daca suma dintre numar si rasturnatul sau are toate cifrele
pare.
a) Cate numere superpare de doua cifre sunt?
b) Cate numere superpare cu 2022 cifre sunt?
Prof. Luminita Popescu, Craiova

Solutie: (Radu Grigorie, elev C.N.,,Carol I” Craiova):

a) Daci ab este un numdir superpar atunci ab + ba este un numair format doar din cifre pare si
cum ab + ba < 198 obtinem ab + ba < 88 © 11(a+b) <88 < a+h < 8.

Dacia+b =2=abe {11}

Dacia+b =4 = ab € {31,22,13}

Dacia+b = 6 = ab € {51,42,33,24,15}

Dacia+ b =8 = ab € {71,62,53,44,35,26,17}.

In total avem 16 de numere.

b) Daca a,ay ...Azp22 este un numar superpar atunCi a,Aay ...Az022 + A202202021 - Aq este un
numar format doar din cifre pare.
Daca sumele aq + ayg22, @z + A2021, ---» Q1011 + Q1012 Sunt toate cel mult 9 si sunt numere

pare, atunci @; @, ... Azgz; este superpar. Perechea (a4, a,g,,) poate fialeasa in 16 variante, iar celelalte
1010 grupe in 25 de variante (deoarece oricare dintre cifre poate fi 0). In total sunt deci 20 - 25010
numere.
Daca a, + a,p,, = 10, deoarece a; + a,p,, < 18, rezultd ca suma ar incepe cu 1 si nu ar mai

avea toate cifrele pare, ceea ce nu convine.
Fie (a;, ayp23—;) prima grupa pentru care avem a; + dygp3—; = 10 (avem trecere peste ordin).
Adunand de la dreapta la stanga avem:

Ay022 + a1 < 8 si este cifra para

ay021 + a, < 8 si este cifra para

Ar024—; + a;_1 < 8 si este cifrd parad
18 > aygp3-; + a; = 10 are cifra unitatilor para

18 > a; + a923-; = 10 are cifra unitatilor para
1+ a;_q1+a,g24—; €ste numar impar

Prin urmare numirul nu va fi superpar, deci riman 20 - 251°1° numere superpare cu 2022 ciftre.
. . . 9100 -1
2. Se considera numarul p = 5

a) Aratati ca p este numar natural.
b) Aflati ultima cifrd a lui p.
c) Determinati paritatea cifrei zecilor numarului p.
Prof. lonut Ivanescu, Craiova

Solutie: (Luca Firanescu, elev C.N.,,Carol I” Craiova):

a) 9100 = (8 + 1)190 = My + 1, deci 91°° — 1 = My si deducem ci p este numir natural.
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b) 9100 = (92)50 = 815% = (80 + 1)5° = Mg, + 1, deci 9190 — 1 = My, si rezultd p : 10, adicd
ultima cifra a lui p este 0.

c) 9190 = (9)25 = 656125 = (32205 + 1)25 = M3, + 1, deci 91°° — 1 = M3, si rezultd p i 4.
Dar ultima cifra a lui p este 0 si conform criteriului de divizibilitate cu 4, ultimele doua cifre ale lui p
pot fi doar 00, 20, 40, 60, 80, ceea ce Inseamna ca numarul p are cifra zecilor para.

3. Daca numerele naturale nenule a, b, ¢ verifica relatia 47a + 48b + 49¢ = 2022 atunci
a+b+c=2022.
Prof. Luminita Popescu, Craiova

Solutie: (Sebastian Mirea, elev C.N.,,Carol I Craiova):

2022 =47a+48b+49c > 47(a+ b +c),decia+ b +c <44
2022 =47a+48b+49¢c <49(a+b+c),decia+ b +c > 41
Obtinema+ b +c =42 saua+ b+ c = 43.
Dacd a + b + ¢ = 43 obtinem

47(a+b+c) + b + 2c = 2022,
Adica b + 2¢ = 1, deci ¢ = 0, imposibil. In concluzie, a + b + ¢ = 42.
4. Determinati numarul de cifre ale numarului 26°.

Prof. lonut Ivanescu, Craiova

Solutie: (Sebastian Doran, elev C.N.,,Carol I Craiova):

210 > 103, deci 2°° > 108 si rezultd ca 260 are mai mult de 18 cifre.

Aritdm ca 260 < 10%°. Aceasta inegalitate este echivalentd cu 29 < 219 - 519 & 241 < 519

Dar 241 = 239.22 = 239.4 < 239.54i 519 = 518. 5 i observim ci este suficient si aritim ci
239 < 518 Avem 239 = (213)3 = 81923 < 156253 = (5°)3 = 518, ceea ce ariti ci este adevarati
inegalitatea 260 < 10'°. in concluzie, 2°° are 19 cifre.

5. Un numadr natural se numeste inferesant daca se poate scrie ca suma a trei divizori diferiti ai lui.
a) Demonstrati cd 2022 este un numar interesant.
b) Demonstrati cd orice numar interesant este divizibil cu 6.
Giulia Armasgelu, eleva C.N. ,, Carol I’ Craiova

Solutie: (Sofia Schiplescu, elev C.N.,,Carol I Craiova):

a) 2022 =6-337=337-(14+2+3) =337+ 674+ 1011
n n

b) Daca n este un numar interesant, atunci n = d1 +d, +d; = ot Tt dl, unde d, d;, ..., dg sunt
4 5 6

divizori ai lui n. Rezulta atunci 1 = — + + —
dy  ds dg

Consideram d, < ds < d6. Evident, d, > 1.
e Dacdad, = 3 rezulta d— +— + d— = + + -= ﬂ < 1, imposibil.
6

° Dacad4—251d5>3rezulta—+ +4< —+ +—=1—9<1,imposibil.
dy  ds  dg 20

1 1 - . .
e Prinurmare, d, = 2 sids = 3. Atunci == 1- >~ 5 sirezultd cd dg = 6 este un divizor al lui
6

n.

Clasa a VI-a

1. a) Sa se arate ca numerele naturale de doua cifre au maxim 12 divizori naturali.
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b) Sa se determine abc cu b = a + c stiind cd are un numar maxim de divizori naturali.

Prof. Aurelia Petrica, Craiova
Solutie: (Alexandru Ion, elev C.N.,, Carol I Craiova):

a) Consideram ab = p;°1 - p,%2 - 3% ... P, cup; < py < p3 <...< p, numere prime, n,
e1,€ €3,...,e, € N".Deoarece 2:-3:5-7 > ab , rezulta cin < 4.

Daci ab = p;®, e; maxim daci si numai p; este minim. Deoarece 100 < 27rezultd ab are cel
mult 7 divizori.

Daci ab = p,°* - p,®2, pentru a avea un numar maxim de divizori trebuie ca p; = 2,p3 = 3 si
e, > e;. Deoarece 25 - 3 < 100 < 2 - 3 rezultd ab are cel mult 12 divizori.

Dacd ab = p;% - p,® - p3®3, pentru a avea un numir maxim de divizori trebuie ca p; = 2,p3 = 3
si p3 = 5.Deoarece 22-3:5< 100 < 23:3:5 se obtine ci puterea maximi este 2 si ab are cel
mult 12 divizori.

In concluzie, numerele naturale de doua cifre au maxim 12 divizori naturali.

b) abc = 100a + 10b +c = 11(10a +c¢c) = 11-ac .

Daci 11 + @c atunci abc are un numar maxim de divizori naturali daci si numai dacd ac are un
numar maxim de divizori naturali. Numerele de doua cifre care au numar maxim de divizori
naturali sunt 60, 72, 90 si 96. Deoarece abc = 11 -ac < 1000, numerele ciutate sunt 660, 792
s1 990 si au fiecare 24 de divizori.

Dacid ac = 11k atunci k < 9 si are cel mult 4 divizori si abc are cel mult 8 divizori deci mai putin
de 24.

2. Fie sirul de numere rationale a4, a, ..., a,,n € N*, cu proprietatea cd a; = 2 si a,, este media
aritmeticd a numerelor a,_4 si 2022 pentru n = 2. Notdm cu S,, suma primilor n termeni ai sirului de
numere rationale.
a) Calculati a, si az.
b) Aratati cd ultima cifrd a numarului S,g,, + @ 592, e€ste 6.
Prof. Mirea Mihaela Mioara, (enunt modificat)
Solutie: (Alexandru Dicu, elev C.N.,, Carol I’ Craiova):

a,+2022 a;+2022

@) a;="T22=1012,  ay == 1517,
b) 2-a, =4

2 a, =aq+ 2022

2'a3=a2+2022

2 a2022 = a2021 + 2022
Insumam relatiile de mai sus si vom obtine 2 * S,5,, = 4 + Sy021 + 2021 - 2022

82022 — S2021 = Q2022
52022 + a2022 = 4‘ + 2021 . 2022

DeCi, u(SZOZZ + azozz) = u(4' + 2021 - 2022) = 6.

3. Si se determine numirul abc, a, b, ¢ distincte, stiind ci ab si bc sunt invers proportionale cu b + ¢
sia+b.

Nitu Mihai, elev C.N.,,Carol I’ Craiova
Solutie: (Calin Popescu, elev C.N.,,Carol I Craiova):
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Observaimci ab- (b +c) = bc - (a + b) echivalent cu (10a + b)(b + ¢) = (10b + ¢)(a + b)
adicd 10ab + 10ac + b2_+bc = 10ba + 10b?* + ac + ab © b? = ac. Cum b? =ac,a,b,c
cifre distincte, obtinem abc € {124,139, 248, 421,469, 842, 931, 964}.

4. Daca x si x + 2 sunt numere prime mai mari decat 3, sa se gaseasca cel putin doi divizori proprii
ai numdarului x + 7.

Prof. Aurelia Petrica, Craiova
Solutie: (Natalia Viagiu, elev C.N.,,Carol 1" Craiova)

Daca x si x + 2 sunt numere prime mai mari decat 3 atunci sunt impare deci x este numar
impar si x + 7 este numar par deci divizibil cu 2. In plus x nu este multiplu de 3, deci poate fi de
forma 3k + 1 sau 3k + 2.

Daca x = 3k + 1 atunci x + 2 = 3k + 3 : 3 ceea ce este imposibil, deoarece x + 2 este un
numar prim mai mare ca 3.

Dacax =3k + 2 atuncix +7 = 3k + 9 : 3, deci doi divizori proprii ai numarului x + 7 sunt 2 si 3.

5. Fie AABC cu AB = 2 cm si CD = 3 cm mediana corespunzatoare. Aflati perimetrul triunghiului
stiind ca acesta se exprima printr-un numar intreg.

Prof. Aurelia Petrica, Craiova, ( enunt modificat)
Solutie: (Eduard Criveanu, elev C.N.,,Carol I Craiova):

Deoarece Ppypc = AB + AC + BC = 2 + AC + BC se exprima printr-un numar intreg, rezulta
cd AC + BC se exprima printr-un numar intreg. Fie E simetricul lui C fatd de D. Atunci CE = 2CD =
6 cm. Observam cia AADC = ABDE (cazul L.U.L.), de unde obtinem AC= BE. In triunghiul BEC,
avem BC + BE > CE = BC + AC > 6. In triunghiul ADC, avem AC < CD +AD =3+ 1 = 4.
Analog , BC<CD +BC=3+1=4. Obtinem 6 < AC + BC <8, de unde BC + AC =7. In
concluzie, Ppypc = 9 cm.

Clasa a VII-a

) ) .. o A, 2022 . 2022 2022 2022 )
1. Fie a, b, ¢, d numere rationale pozitive , astfel incat — + + + = 2021. Calculati

b+8 c+9 d+10
a+6 b+7 c+8 d+9
a+7 b+8 c+9 d+10’

Prof. Delia Schneider, Craiova

Solutie: (Rares Ciobanu, elev C.N.,, Carol I”, Craiova)

) . 2022 2022 2022 2022 ) 1 1 1
Din relatia + + + =2021 se obtine — + — + — + .

% a+7  b+8 c+9 d+10 ; a+7 b+8 c+9 d+10 2022
b+7 L ct8 d+9 a+7-1  b+8-1  c+9-1 N d+10-1

12021 & a+6
= In plus —+
a+7

+ +
b+8 c+9 d+10 a+7 b+8 c+9 d+10
1 1 1 1 6067
a+7 b+8 c+9 d+10 2022

2. Cate triplete (x,y,2), x,y,z > 0si Jx, yz(x) +y,zx(y) + z,xy(z) € Q exista?

Prof. Popa Elena, Baia de Fier
Solutie: (Erik Preda, elev C.N., Carol I”, Craiova)
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XYZX—XyZ . YZXY—YZX , ZXYZ—ZXY 1000(x+y+2)
\/x,yz(x) Ty ZX(Y) T Z’XY(Z) :\/ 900 T 900 T 900 :\/ 900

=§\/10(x+y+Z)EQdecix+y+Z=10k2,dar3Sx+y+x£24deundeob‘ginemx+y+
z = 10.
Dar10=1+4+148=14+24+7=14+3+6=14+4+4+5=24+24+6=2+3+5=2+4+

4 = 3 4+ 3 + 4. O scriere cu 3 cifre diferite genereaza 6 triplete iar una cu 2 cifre egale 3 triplete
diferite, in total 4 - 6 + 4 - 3 = 36 triplete.

3. Sa se afle numarul natural abc astfel incat \/1 +3+4+5+--4+abc =cha
Prof. Popa Elena, Baia de Fier
Solutie: (Bucataru Bogdan, elev C.N.,,Carol I”, Craiova)

abc+1

\/1 +3+5+4-+abc= = cha de unde avem abc + 1 = 2cha(1). Deci c este cifra impari

mai mica decat 5.

Daca ¢ = 1 arunci (1) devine 98 a = 10b + 198 adicd 49 a = 5b + 99 de unde avem 99 < 49a <
144 adicd 2 < a < 3 deci nu avem solutii.

Dacé ¢ = 3 arunci (1) devine 98 a = 10b + 596 adica 49 a = 5b + 298 de unde avem 298 <
49q < 343 adici 6 < a < 8decia = 7si b = 9 deci abc = 973.

4. In triunghiul ABC, dreptunghic in A, punctul D este piciorul inaltimii !
corespunzatoare laturii BC. Punctele M si P sunt mijloacele segmentelor
DC, respectiv AD. Demonstrati ca dreptele AM si BP sunt perpendiculare.

Prof. Nicolae Talau , Craiova

Solutie: (Grigorie Ana, elev C.N., Carol I”, Craiova)

Fie {E} = AMNBPsi{N} = MPNAB . In triunghiul ADC, MP este linie
mijlocie, deci MP||AC de unde se obtine MN LAB si P este ortocentrul
triunghiului ABM deci BP inéltime si BPLAB.

A B

N
5. Fie trapezul ABCD cu bazele AB si CD in care AB = 2 CD . Fie M mijlocul laturii BC, iar punctul
de intersectie a dreptelor DM si AC. Demonstrati ca :
a) DP = PM
b) dreapta AC, paralela prin D la BC si paralela prin M la AB sunt drepte concurente.
Prof. Nicolae Talau , Craiova

Solutie: (Marinescu Merina, elev C.N.,,Carol I, Craiova)

a) Fie MN linia mijlocie a trapezului si {0} = MN N AC.

In triunghiul ABC OM este linie mijlocie deci OM ||

ABIICD si OM ="2=DC de unde avem OMCD

paralelogram si DM N AC = {P}, P mijlocul lui DM deci
PM = DP.

b) Deoarece OMCD paralelogram rezulta DO || BC , deci

AC, paralela prin D la BC si paralela prin M la AB sunt
concurente in 0.
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Clasa a VIII-a

1. Fie x,y,z > 0 astfel incat x + y + z = 3. Aratati ca:

1 1 1 6
—+—+—<——
x+y x+z y+z T xy+yz+zx

In ce caz avem egalitate?

Prof. Goiceanu Dorina, Prof. Dascalu Simona, Craiova

Solutie: (Tandareanu Yanis, elev C.N.,,Carol I”, Craiova)

Inegalitatea devine:
xy+yz+zx xy+yz+zx xy+yz+zx
y+y yty yty <6

x+y x+z y+z
adica
X
> A +y+y—+x<6 (1)
x+y xX+z v+
de unde
XY 23
x+y x+z y+z
Cum % < % cu egalitate pentru x =y, y+zZ < yT cu egalitate pentru y = z, % < XTJFZ cu

egalitate pentru x = z, prin adunare obtinem (1). Egalitate avem pentrux =y =z = 1.

2.Fie x,y € R, astfel incat x — y = 1. Aflati cea mai mici valoare a expresiei E(x,y) = x3 —
y3 — xy precum si valorile lui x si y pentru care se obtine acest minim.

Eleva Viespescu Carina Maria, Craiova

Solutie: (Pintilie David, elev C.N.,, Carol I”, Craiova)

E(x,y) =(x— »)(x*+xy+y*)-xy=x*+y?> =(y+1)* +y*> = 2y*+2y +
1

2
1=2(y+3) +323.
2 272
. . 1. 1
Cea mai mica valoare este % , care se obtine pentruy = — Ssix ==,
3. Rezolvati ecuatia: E + %] + E + ﬂ + E + ﬂ = 3, unde x este un numar real.

Prof. Sebastian Ilinca, Pdrscoveni, Olt

Solutie: (Gavanescu lustin, elev C.N.,,Carol I”, Craiova)

Daca x < 0 atunci E+%]+E+§]+E+§] SBE] = 0.
x 1

Dacd x > 0, atunci E + ﬂ = [g + E] = E + %] > 0 si vom avea cazurile:

1. E + l] =2, [£ + l] =1, [E + %] = 0. In acest caz nu avem solutii.

2. [5 —] =3, [ + ] =0, [ + ] = 0. Nici aici nu obtinem solutii.

A R R A e

Rezulta: [:Z]=[’%3]=["T”]_1=1<—<2 1< 152 <2 = xe

[2,6) N[3,9) N[2,8) = x€[3,6) .
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AxZ+y?»)(Ay?+x?)
Xy

4. Fie A > 0. Si se demonstreze ca > (A2 + Dxy + A(x? +y?),Vx,y > 0.

Prof. Neculai Stanciu, Buzdau
Solutie: (Ciulu loana, elev C.N., Carol I”, Craiova)

Inegalitatea din enunt se scrie succesiv
Ax* +yH) + (A% + Dx?y? = (A% + Dx?y? + xy(x? + y?)
ext+yr*>xy(x?+y?) e (x3 —y3)(x —y) = 0, adevirati.

5. Aratati ca pentru orice numar natural n > 12 existd un triunghi pitagoreic a carui arie se afla in
intervalul [n, 2n] ( Analogie la Postulatul lui Bertrand care, afirma ca pentru n > 1, in intervalul
(n, 2n) exista cel putin un numar prim).

Prof- Neculai Stanciu, Buzau
Solutie: (In Raluca, elev C.N.,,Carol I, Craiova)
Daci un triunghi dreptunghic are lungimile catetelor 3k si 4k atunci aria este A = 6k?.

2
Deoarece 6(’;;1) < 2 = k > 2, avem ci:pentru Vn € [6k?,6(k + 1) — 1] N N, numirul 6(k +

1)% € [n, 2n]. De exemplu: daci n € [54,95] N N = 96 € [n,2n], dacin € [96,149] NN = 150 €
[n,2n].

Pentru a completa demonstratia observam ca:

e Dacin € {13,14,...,23} = 24 € [n, 2n], ex.triunghiul cu laturile (6,8,10);

e Dacan € {24,25,...,29} = 30 € [n, 2n], ex.triunghiul cu laturile (5,12,13);

e Dacin € {30,31,...,53} = 54 € [n, 2n], ex.triunghiul cu laturile (9,12,15).

Clasa a IX-a

1. Fie numerele a,b,c > 0 astfel incat a + b + ¢ = 3. Demonstrati ca:

a b c
b(3b+c) c(3c+a) a(3a+c)

3
> -
4
Elev Corneliu Gunescu, Craiova

Solutie: (Rebecca Pitru, elev C.N. ,,Carol I” Craiova)

Aplicdm inegalitatea dintre media aritmetica si media geometrica.

a b c > 33 abc _ 3 (1)
b(3b+c) c¢(Bc+a) a(3a+c) — abc(3b+c)(3c+a)(3a+b) o 3\/(3b+c)(3c+a)(3a+b)

Bb+c)+Bc+a)+Ba+b) 4(a+b+c) 4-3

i/(3b+c)(3c+a)(3a+b)s 3 3 =—— =4 >
1 1 3 3
> = > 2
= 3/Bb+c)(Bc+a)(Ba+b) 4 = 3/Bb+c)(Bc+a)(Ba+h) 4 (2)

Din (1) si (2) rezultd inegalitatea ceruta.

—

2. Fie T un punct situat in interiorul triunghiului ABC astfel incat TA+TBE+4-TC=0.

—

Demonstrati ca: AT = -AB + % -AC .

[N N
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Prof. Catalin Cristea, Craiova
Solutie: (Rebecca Pitru, elev C.N. ,,Carol I Craiova)
Fie M mijlocul laturii (AB) . c

Avem TA+TB+4-TC=0 = 2TM +4TC =

R — —_— . . M
0 = TM = -2TC = T, M, C sunt coliniare.
A
. AM- (-2)-AC  AM+2'AC
Atunci AT = S = 5
1-(-2) 3
—AB+2-AC 1 — 2 —
==--AB +--AC
3 6 3
3. Fie numerele x,y,z > 0. Demonstrati ca:
ad Y Z_ < 3.
2x+y+z x+2y+z x+y+2z 4

Elev Corneliu Gunescu, Craiova
Solutie: (Rebecca Pitru, elev C.N. ,,Carol I” Craiova)

Notam 2x +y+z=a, x+2y+2z = b,x +y + 2z = c. Adunand cele trei relatii obtinem x +
a+b+c

y+z=" 0

Scadzand pe rand relatia (*) din cele trei relatii de mai sus, obtinem: x = 3a_4b_c Y = gb_f_c,
__3c—a-b
T 4
Inlocuind in inegalitatea din enunt obtinem:
3a—b—c+3b—a—c+3c—a—b<3 3 b C+3 a C+3 a <3
- 3-———- ———— ———— o
4a 4b 4c 4 a a b b c ¢
b a c a b c - . x .y
6 |-+-=-)+(=+-=)+ =+ —), adevarat deoarece dacd x,y > 0,avem =+==> 2.
a b a c c b y x

4. Fie numerele x,y,z > 0 cu proprietatea 6x + 12y + 7z = 23. Aritati ca 2x> + 3y* +
z7 = 4.
Prof. Cezar Ozunu, Daneti

Solutie: (Bianca Seler, elev C.N. ,,Carol I’ Craiova)

Aplicand inegalitatea mediilor obtinem

2x34242

> 2x de unde 2x3 + 4 > 6x

4
w > 3y de unde 3y* +9 > 12y

z7+1+14+1+141+1

> z de unde z7 + 6 > 7z. Insumand relatiile obtinem x> + 3y* + z7 +19 >

6x + 12y + 7z de unde se obtine inegalitatea ceruta.

5. Dacia,b,c,d > Osia+ b + c +d = 12,atunci:avb + c + d + bVc + d + a +
cvd +a + b+ dva+ b + c < 36.
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Prof. Cristian Paul Moanta, Craiova
Solutie: (Stefan Preda, elev C.N. ,,Carol I Craiova)
Aplicand inegalitatea Cauchy-Bunoakovski-Schwarz obfinem
(VayJa(b + ¢ + d) + Vby/b(c + d + a) +VcJe(d + a + b) +
VadJd@ + b + 0) <
(@a+b+c+d)(a(12—a)+b(12—b) +c(12—c) +d(12 — d))
=12(144 — (a®> + b% + 2 + d?)) (1)

Dar 4(a? + b?>+c?+d?) > (a+b+c+d)? =144 deunde a? + b? + c? + d? > 36 sidin (1)
obtinemavb + ¢ +d + bVc +d +a+ cvd + a+ b + dVa + b + ¢ <V12-108 =
36.

Clasa a X-a

1. Rezolvati ecuatia: VV2 + 2sinx —vv2 — 2sinx = 24/2 sin x.
lonel Tudor, Céalugareni
Solutie: (Dragancea Stefania Irina, Piran Cosmin Gabriel, elevi C.N.,,Carol I, Craiova)
Ridicand la pitrat relatia dati obtinem 2v/2 — 2V2 — 4sin? x = 4V/2sin%x, de unde 2v2(1 —
2sin? x) = 2v/2V1 — 2sin? x. Rezultd c¢a 1 — 2 sin x € {0,1}, deci sinx € {i g, 0}, care verifica
ecuatia initials, x € {+%+ kr|k € Z} U {kn|k € 7},

2. Saserezolve in C ecuatiile:
a) x*—4x3+6x?+8x—16=0.
b) x*+12x—-5=0.
lonel Tudor, Calugareni
Solutie: (Amzoiu Izabela, Mihai Ovidiu, elevi C.N.,,Carol I”, Craiova)

a) Cu notatia x — 1 = t, ecuatia de la punctul a) al problemei devine t* + 12t — 5 = 0. Scriem
t* + 4t + 4 — (4t> — 12t +9) = 0, apoi (t* + 2)? — (2t — 3)? = 0. Obtinem t* + 12t —
5=(2+2t—1)(t?*—2t+5) =0.Atuncit € {-1+v2,1+ 2 i}six e {+V2,2+2-i}.

b) Camaisus,x €{—-1++v2,1£2-i}.

3. Fie x,v,z = 0 astfel incat x2y? + y2z% + z2x? + (xyz)® = 4. Atitati cd x%2 +y2+2z2 >3 i
precizati cazul de egalitate.

Liviu Smarandache si Razvan Drinceanu, Craiova

Solutie: (Ungureanu Lorin Dimitrie, Constantinescu David, elevi C.N.,, Carol I, Craiova)
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Din relatia data de problema observam ca cel mult una dintre cele trei variabile poate fi 0, altfel am
obtine 0 = 4. Considerand x = 0, obtinem y?z? = 4, deci yz = 2. Atunci x?+y?+z2=y%2+
z? > 2yz = 4 > 3, deci inegalitatea este adevirati, fara posibilitatea realizarii cazului de egalitate.

2

Pentru x,y,z > 0 notim p = xyz. Folosind relatia dati si inegalitatea mediilor avem 4 > 3p3 + p3.

2
Observdm cd dacd p > 1, am avea 3p3 + p3 > 4, fals! Prin urmare p < 1, deci x%y? + y%z? +
z?x%2 =4 — (xyz)® = 4 — p3 = 3. Atunci (x? + y? + z2)? > 3(x?y? + y?z? + z%x?) > 9, de unde
x% + y? + z? > 3. Egalitatea se realizeazi dacd avem egalitate in toate inegalititile folosite pe
parcursul rezolvarii, ceea ce se intampla daca sinumaidaci x =y =z = 1.

4. Fiea,b,c > 0. Sa se arate ca

3 932
a+b+c+—2—\/:.
ab+bc+ca 243

luliana Trasca, Slatina

Solutie: (Tudor Andreea Daiana, Lungu Stefan, elevi C.N. ,,Carol I”, Craiova)

. . . .. . atb+c a+b+c 3
Folosind inegalitatea mediilor numerelor pozitive , ,
2 2 ab+bc+ca

obtinem

3
atbtctapsberea, *| 3@+b+c)?
3 ~ |4(ab + bc + ca)

Din binecunoscuta inegalitate (a + b + ¢)? = 3(ab + bc + ca), deducem ca
a+b+c+;233\/§=23\]§.
ab+bc+ca 4 2143

5. Fiea,b,c > —1. Sa se arate ca
(a+b+c+3)2<(a+b+c+6)[(a+1D?+(b+1)?%+(c+1)2].
Daniel Alexandru lon, Craiova

Solutie: (Gaman Radu Mihnea, Dragancea Stefania Irina, elevi C.N.,,Carol I”, Craiova)
Observam ca, in conditiile problemei, a + b + ¢ + 6 > 3. Atunci

(a+b+c+6)[(a+1D?>+B+1D?+(c+1?]>3[(a+1?+(bh+1)%+ (c+1)?].
Folosind inegalitatea Cauchy Buniacovski Schwarz avem
A+1+D[@a+1)?*+B+1D2+(c+D?*]=(@+1+b+1+c+1)>2

De aici, concluzia este imediata.
Clasa a XI-a

1 1 1 a b ¢

1. Fiematricele A=|0 1 1),B=(2a 2b 2c|siC=A-B-A"". Calculati C".
0 0 1 3a 3b 3c

Stud. Enescu Andrei, UK.

Solutie: (Virtosu Alexandra, elev C.N. ,,Carol I”, Craiova)
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1 -1 0
Deoarece det(4) = 1 = A inversabilisi A™! = (0 1 —1).
0 O 1

1
FieP=<2>§iQ=(a b c¢).AtunciB=P-Qsi QP =a+ 2b+ 3c.
3

Avem: B" = (PQ)" =P(QP)" Q0 =(a+2b+3c)"B=C"=(A-B-A"1)" = AB"A™! =
=(@a+2b+3c)"TA-B-A'=(a+2b+3c)" 1 C=(a+2b+

6a 6a—6b 6Cc—6b
3c)n 1 <5a 5b—5a 5c-— 5b>.

3a 3b—3a 3c-—3a

2. Fief:R\{a} - R, f(x) = % Calculati derivata de ordin n — 1 a functiei / (n € N,n > 2).

Prof. Dumitrescu Sorin, Craiova

Solutie: (Costache Mihai, elev C.N. ,,Carol I”, Craiova)

Avem f(x) =—=""24 L 1" 2. g4 pglt =
e xma xma x-a

(n—l)( Y=mn-1!+a"- (L)(n_l) (D4 at (-1 P

/ X = Ta x—-a = n +a™-(=1) (x—a)™’

3. Rezolvati ecuatia f(x) = log1(2x + 1) + 3 unde f este o functie de doud ori derivabila pe R,
care verifica f''(x) — 7f’(x)2+ 10f(x) =0,(VM)x R, f(0) =3,f'(0) =12.
Prof. Dr. Radulescu Teodora Liliana , Craiova
Solutie: (Virtosu Alexandra, elev C.N. ,,Carol I”, Craiova)
fr'e) =7 (x) +10f(x) = 0 & [f"(x) = 5f" ()] — 2[f'(x) = 5f(x)] = 0.
FiegiR-> R, gx) =f'(x) =5f(x) = g'(x) —2g(x) =0, (V)x € R.
Inmultind relatia anterioara cu e ~2* obtinem ci (e~ - g(x))' =0=
= g(x) = ¢ e?*, (V)x € R unde c este o constanti reala.
Avemci f'(x) — 5f(x) = ¢+ e?*,(¥)x € R de unde pentru x = 0, obtinem ci ¢ = —3.
Deci, f'(x) — 5f(x) = =3 €** si pri inmultire cu e~>* obtinem ca ( e~5* -f(x))’ =(e 3 =
= f(x) = e?* + ¢ e, (¥)x € Runde c este o constanti reali.
Pentru x = 0, obtinemcic = 2 = f(x) = e?* + 2-e>* (V)x € R..
Obtinem ecuatia e?* + 2 - e* = log%(Zx +1)+3=>x€ (—%,00).
Observam ci ecuatia are solutia unici x = 0 deoarece f(x) = e?* + 2 - e>* este strict crescitoare iar
functia h(x) = log% (2x + 1) + 3 este strict descrescatoare.

. . - . n+1 1
4. Se considera sirul (x;,)psq, Unde x; = 181 X401 = Xy tonz 1.

n
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Calculati lim (x,, — ne + n).
n—-oo

Prof. Dr. Radulescu Teodora Liliana , Craiova

Solutie: (Costache Mihai, elev C.N. ,,Carol I”, Craiova)

2 - . - . o X X 1
Impartind relatia de recurentd cu n + 1 obtinem ¢a == = ==
; 5 5 ’ n+1 n (n+1)!

X x . . .. . X 1 1 o
Lo si prin sumarea acestor relatii deducem ca = =1+ — + -+ + — de unde avem ca
n+1 n (n+1)! ° > n 2! n!

X, =n(c, —1undec, =1 +%+ % + - +%este sirul lui Euler si lim ¢, = e.

. H H n—-oo
Obtinem lim (x,, — ne + n) = lim n(c, —e) = lim n_¢ si folosind Lema Stolz-Cesaro pentru
n—oo n—-oo n—-oo —
n

0 . cn—e . o -C . -1
cazul —avem: lim 2— = lim 2" = lim = 0.
0 n-o  — n-ooo ———— n-oo (n—1)!

5. Fie (x4)n»>1 un sir de numere reale definit prin: x; > 1,x,,1 = x, - e*, (V)n > 1.

Inx;,

a) Calculati lim

n-oo
b) Fie y, = x; + x, + --- + x,,. Calculati Tll.l—l;lf;lo Vn-
Prof. Dr. Radulescu Teodora Liliana , Craiova
Solutie: (Virtosu Alexandra, elev C.N. ,,Carol 1", Craiova)
a) Aratam inductiv ca : x,, > 1, (V)n > 1.
Etapa de verificare este evidenta.
Presupunem cd x; > 1 = x4 = X - ¥ > 1sideci, x, > 1, (V)n = 1.

X . . -
Avem Z—“ = e*n > 1 = sirul (x,),»1 este strict crescator.
n

Presupunem cé (x,),»1 €ste marginit = sirul (x,),»1 este convergent si are limita finitd, [ mai mare

sau egald ca 1. Trecand la limita in relatia de recurentd, obtinem ci [ = [+ e! = | = 0 ceea ce este
fals.

Deci, (x,,)n>1 este nemarginit de unde vem cd lim x,, = oo.

n—oo
Folosind Lema Stolz-Cesaro pentru cazul % avem:

Inxn41—-Inxy

. Inx . . X . .
lim —2 = lim = lim In =2 = lim Ine*" = limx,, = .

n—ooo N n—oo n+l-n n—oo Xn n—oo n—oo

b) Deoarece x,, > 1,(V)n = 1 = y,, = x4 + x, + - + x,, > nde unde rezultd ca lim y,, =
n—-oo

Clasa a XII-a

1. Fie f: R = R o functie continui cu proprietatea e/ ™ + f(x) < x,Vx € R. Aritati ci
1 -2
Mihaela Mirea $i Mihaela Daianu, Craiova

Solutie: (Ciutureanu Vlad, Albu Alexandru, elevi C.N.,,Carol I”, Craiova)
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g:R - R,g(x) =e* + x este strict crescatoare, inversabila. Inegalitatea data poate fi scrisa ca

g(f(x)) < g(g_l(x)),‘v’x € R, de unde deducem ca f(x) < g '(x),vx € R. Prin urmare
[ Feodx < [ g7 (x)dx (1). Cu schimbarea de variabila x = g(¢) obtinem [ g~ (x)dx =
Lit-g®dt=t g} - [ gt)dt=e+1—e+1—2=2 Tinind cont si de relatia (1),

obtinem fle+1f(x)dx < % :

a b
2. Daci b > a > 0, demonstrati inegalitatea b? - eb < a? - ea.

Gilena Dobrica si Meda lacob, Bechet

Solutie: (Oporanu lulia, Rosca Andrei, elevi C.N.,,Carol I”, Craiova)

2
Fie functia g: (0,0) - R, g(x) = x — i — 2Inx, derivabila, cu g': (0,0) - R, g'(x) = (1 — %) >

0, pentru x # 1, g'(1) = 0. Prin urmare g este strict crescatoare, deci pentru
b a

2 2

X = Z > 1 vom avea g (Z) > g(1) = 0. Atunci Z— % > In (S) , de unde ea b > (g) , echivalent
a b

b?-eb < a? - ea.

3. Aflati restul impartirii polinomului p = X29%2 + x1882 4 X140 |3 polinomul q = X2 + X + 1.

Daniela lancu si lleana Duma, Craiova

Solutie: (Prusacov Andrei, Dadulescu Rares, elevi C.N.,,Carol I, Craiova)

Fie € = cosz?n +i- sinz?n € C\R,e2+€e+1=0,e3=1. Din teorema impdrtirii cu rest pentru
polinoame, existd g,r € R[X],grad(r) < 2 astfel incist p=q-g+7r,r =aX + b,a,b € R. Dand
valori € si €2 obtinem relatiile p(€) = ae + b,p(e?) = ae? + b. Cum €3 = 1, deducem ci p(¢) =
1+1+e?=2+¢€>=ae+b, p(e?))=1+1+€=2+¢€=ae?+b. Scizand cele doua relatii
obtinem a(e — €2) = —1(e — €2), deci a = —1. Inlocuind pe a avem —e + b = €2 + 2, deunde b =
1. Astfel ca restul impartirii polinomului p = X2922 + X1882 4 x140 13 polinomul ¢ = X2+ X + 1
ester = —X + 1.

2021—x2)

4. Calculati primitivele functiei f: R = R, f(x) = arccos (2021+x2

skeksk

Solutie: (Tudosie Razvan, Stoica Mihai, elevi C.N.,,Carol I, Craiova)

Functia data este continua, deci admite primitive. In plus, este si derivabild pe multimea
212021

- <0
2 )
R, f'(x) ={ 2021+ , x = 0 fiind punct unghiular.
2\/20212’x >0
2021+x

Folosind metoda integrarii prin parti pe fiecare dintre intervalele (—oo, 0), respectiv
(0,00), deducem ca primitivele functiei f sunt de forma
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A2
X arccos (;gi—jz) ++/2021 - In(2021 + x?) + ¢, x < 0
F(x) = oLoaz . Din conditia ca functia F
X arccos (2021+x2) —+/2021 -In(2021 + x2) + ¢, x > 0

sa fie continud in 0 obtinem relatia c, = ¢; + 2v/2021 - In(2021).
Folosind notatia F: R — R,

Fo(x)={ xf(x) ++2021 - In(2021 + x2),x < 0

xf(x) — /2021 - In(2021 + x2) + 2v/2021 - In(2021) ,x = 0

ff(x)dx = Fy(x) + C.

, rezulta ca

5. Fie (G, *)si (G ', o) doud grupuri cu 2022, respectiv 2021 elemente . Determinati toate morfismele
de grupdelaGlaG'

Solutie: (eleva Oporanu lulia, C.N.,,Carol I, Craiova)

Fie f: G —» G' morfism de grupuri, iar e si e’ elementele neutre ale celor doud grupuri, respectiv.
Rezulta f(e) = €'

Fie x € G. Cum ord(G) = 2022, deducem cd x?°%2%2 = e. Atunci f(x)?9%2 = f(x2°?2) = f(e) = ¢’
(1). Pe de alti parte, cum ord(G") = 2021, deducem ca f(x)?921 = ¢’. Tinand cont de relatia (1)
rezultd ca f(x) = e’ pentru orice element x € G.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

PROBLEME PROPUSE
Clasa a IV-a

Determinati numarul natural, abc stiind c@ prima cifrd valoreaza cat intreitul celei de-a doua, dar
cat jumatatea celei de-a treia cifre.

In trei cosuri sunt fructe. Numarul fructelor din primul cos intrece numarul celor din al doilea cos
cu un sfert din numarul fructelor din al treilea cos. Daca as transfera un fruct din al treilea cos in al
doilea, toate cosurile ar avea acelasi numar de fructe. Cate fructe sunt in fiecare cos?

Determinati doud numere naturale care sd indeplineasca simultan conditiile:

e primul marit de 3 ori este cat al doilea micsorat cu 6;

¢ jumatate din suma lor este 17.
O gospodinad a obtinut din 40 de litri de lapte 4 kg de smantana, iar din 20 kg de smantana a obtinut
6 kg de unt. Cati litri de lapte ii sunt necesari pentru 12 kg de unt?

Din suma numerelor cuprinse intre 600 si 650 care sunt egale cu rasturnatele lor scadeti suma
numerelor cuprinse ntre 500 si 550 cu aceeasi proprietate.

Din ce numar scazi de 8 ori cate 8 pentru a obtine un numar mai mare cu de 8 ori cate 8 decat 8 ori
cate 8?

Dacé adunam triplul unui numar cu triplul altui numar obtinem 165. Aflati numerele, stiind ca triplul
diferentei numerelor este 45.

Suma a patru numere este 1500. Aflati numerele, stiind ca diferenta dintre suma primelor trei
numere si suma ultimelor trei numere este 40, iar primul numar este jumatate din al doilea numar
si o treime din al treilea numar.

Se dau trei numere naturale. Daca impartim pe primul la al doilea sau pe al doilea la al treilea
obtinem catul 2 si restul 3. Aflati cele trei numere, stiind ca diferenta dintre primul si al treilea este
39.

Sa se afle doud numere naturale, stiind ca primul este de 5 ori mai mic decat al doilea, iar diferenta
dintre dublul celui de-al doilea si triplul primului este 210.

Pe o farfurie sunt 19 fructe: prune, caise, piersici. Numarul piersicilor este de 9 ori mai mare decat
al prunelor. Céte caise sunt?

Intr-o familie sunt mai multi copii, printre care Maria si George. Maria are un numar egal de frati
si surori, iar George are de 2 ori mai multe surori decat frati. Cati copii sunt in familie?

Gasiti trei numere naturale consecutive astfel incat primul numar micsorat cu 6 sa fie cu 6 mai mare
decat jumatatea celui de-al treilea numar.

Tata are 38 de ani, iar copiii sdi au 12, 9, respectiv 7 ani. Dupa cati ani tata va avea varsta egala cu
suma varstelor copiilor?

Mihai are de 5 ori mai multi lei decat Radu. Céti lei are fiecare dintre ei, stiind ca, daca Mihai 1i da
lui Radu 1200 de lei, atunci suma acestuia reprezintd o jumatate din suma lui Mihai?

In doua pachete sunt carti, in primul de doud ori mai multe decat in al doilea. Cand din primul
pachet
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

1.

s-au scos 30 de carti, iar din al doilea 20, in primul au rdmas de 3 ori mai multe carti decat in al
doilea. Cate carti erau initial in fiecare pachet?

In doua butoaie sunt 32 de litri de lapte. Daci s-ar turna din primul in al doilea tot atétia litri de
lapte cati contine acesta din urma, in cele doud butoaie ar fi cantitéti de lapte egale. Cati litri de
lapte sunt in primul butoi?

Alina, Matei si parintii lor au impreuna 92 de ani. Copiii sunt gemeni, iar varstele parintilor sunt
reprezentate de numere consecutive impare. Cand s-a nascut Matei, tatal, fiind cel mai in varsta,
avea 27 de ani. Cati ani are mama acum?

Avem 7 bile de aceeasi forma, dintre care una este mai usoara decat celelalte. Cu ajutorul unei
balante, folosind cel mult doud cantariri, gasiti bila mai usoara.

Intr-o cutie sunt 20 de bile negre, 20 de bile rosii si 20 de bile albe. Care este numarul minim de
bile care trebuie scos, fara a privi bilele, pentru a fi siguri cd am extras 11 bile de aceeasi culoare?

Sa se afle cat cantareste un peste stiind cd are coada de 4 kg, capul cantareste cat coada si jumatatea
trunchiului, iar trunchiul cat coada si capul impreuna.

Daca se asaza cate o vrabie pe cate un par, raimane o vrabie fara par. Daca se asaza cate doua vrabii
pe céte un par, ramane un par fara vrabie. Cate vrabii si cati pari sunt?

8 muncitori au sdpat in 12 zile 336 metri de sant. Daca lucreaza 10 muncitori timp de 7 zile, ce
lungime de sant vor sapa?

Ionut incepe munca pe data de 10. Pentru fiecare zi de munca, el castiga 30 de lei, iar duminica nu
munceste. Pe data de 26 seara, a aceleiasi luni, obosit, 1si da demisia. Daca a castigat 420 de lei, in
ce zi a sdptamanii a Tnceput munca?

Daca un pahar si o sticld cantaresc cat o cana, sticla respectiva cantareste cat paharul si o farfurie,
iar doud cani cantaresc cat 3 farfurii, atunci cate pahare cantaresc cat o sticla?

Rubricad realizata de prof. Isbiceanu Victoria si prof. Lazarescu Daniela,
C.N. ,,Carol I, Craiova
Clasa a V-a

Ana scrie pe tabla numerele
1,9, 11, 17, 18, 26, 28, 34, 35, 43, 45, 51, ..., 2023.

Bogdan sterge din sir toate patratele perfecte. Cate numere au ramas pe tabla?

2.

Luca Firanescu, elev C.N. ,, Carol I’ Craiova
Aratati ca exista o infinitate de numere naturale n pentru care 7|18™ + 26™.
Erik Preda, elev C.N. ,, Carol I’ Craiova
Aritati cd 3™ + n? + 2023 nu este pitrat perfect pentru nicio valoare a numarului natural n.
Radu Grigorie, elev C.N. ,, Carol I’ Craiova
Determinati cel mai mic numar natural n cu un numdr impar de cifre care are urmadtoarea
proprietate: numdrul n si numarul obtinut din acesta prin eliminarea cifrei din mijloc sunt divizibile
cu 2023.
Prof. Luminita Popescu, Craiova
Fie numerele a, b, c, d, e naturale consecutive, in ordine crescatoare si m un numar natural astfel
incat:
(24 4+ 2P +2¢ 429 +29)(m? + 2m + 2) = 1147 .
Calculati a? + b% + c? + d? + e + m?.
Prof. Delia Corina Schneider, Craiova

57



Revista de Matematica ,, TIteICa™ .....c.ccveveeveeerieeeeee et Colegiul National ,,Carol I, Craiova

6. Dacd numirul 22923 are m ciftre, iar numirul 52923 are n cifre, determinati m + n.
Prof. Nicolaie Talau, Craiova
7. Sa se determine numarul natural » astfel incat numarul
1:2241-2-32+1-2:3-42+-+4+1-2-3-..-2021-2022%2+2
37’1
sd fie natural i sd aiba cea mai mica valoare posibila.

Prof. Valerica Pometescu, Craiova
8. Se dau numerele x = 72°23 + 7 siy = 82923 4 8, Aratati ¢ x si y au cel putin trei divizori comuni
diferiti de 1.
Prof. Elena Popa, Baia de Fier
9. Se considera numarul natural » care verifica egalitatea
1+3+4+5+--+(2n—1) = 2025.
Daca produsul P =1-3-5-...-(2n — 1) se divide cu 3*,iarsuma S =1+ 2 + 3 + -- + n se divide
cu 37, aflati cea mai mare valoare posibild a lui x + y.
Prof- Monica Stanca, Craiova
10. a) Aratati ca exista numere naturale a, b, ¢ care au suma 2023 si 2% + 2P 4+ 2€ este patrat perfect.
b) Stabiliti daca exista numere naturale a, b, c care au suma 2023 si 3¢ + 3P 4 3¢ este patrat
perfect.
Sofia Schioplescu, Sebastian Doran, elevi C.N. ,, Carol I” Craiova

Clasa a VI-a

1. Gasiti toate numerele naturale nenule n pentru care (5"~ + 7*71) divide pe (5" + 7™).
Bogdan Bucataru, elev C.N.,,Carol I’ Craiova
2. La un concurs de sah, unde nu au loc remize, se intalnesc baieti cu fete. Un spectator a ghicit
castigatorii la 74% din Intalniri. Stiind ca in 90% din numarul de partide jucate castigatorii au fost
baieti, iar spectatorul a ghicit 80% din partidele in care castigdtori au fost baietii, cat la sutd din
partidele in care au fost castigatoare fetele au fost ghicite?
Ana Grigorie, elev C.N.,,Carol I’ Craiova
3. Fie triunghiul ABC ascutitunghic. Prin varful A al triunghiului se duce o dreaptd d L AB. Fie
CD 1 d,D € d. Daca M este mijlocul lui [BC], aratati ca <MAB = <MDC.
Prof. Gabriel Tica, Craiova
4. Daci a si b sunt doud numere intregi si numirul a? + b? este divizibil cu 7, aritati ci 3a + 4b +
2023 este divizibil cu 7.
Andrei Dobre Mic, elev C.N.,,Carol I” Craiova
5. FieA=1{1,2,3,...,2023}.
a) Produsul elementelor multimii A este un patrat perfect?
b) Determinati multimea BC A, cu cel mai mare numar de elemente, astfel incat suma patratelor
oricaror doud elemente ale lui B sa nu se divida cu diferenta lor.
Ana Maria Dumitru, elev C.N.,,Carol I” Craiova
6. Demonstrati cd A = 3 - 1212023 4 72026 ggte divizibil cu 37.
Rares Ciobanu, elev C.N.,,Carol I” Craiova
7. In triunghiul ABC, BD este bisectoarea *ABC, D € AC , E este mijlocul laturii BC si AE N BD =
{0}. Daca «AOB = 120°si AE = BD, aflati masura <OCE.
Prof. Aurelia Petrica, Craiova
8. Fie N = 230 + 1. Determinati suma primilor trei divizori primi ai lui N.
Natalia Vlagiu, elev C.N.,, Carol I’ Craiova

58



Revista de Matematica ,, TIteICa™ .....c.ccveveeveeerieeeeee et Colegiul National ,,Carol I, Craiova

9. Determinati numerele naturale n pentru care suma celor mai mari trei divizori ai lui n este 2023.
Calin Popescu, elev C.N.,,Carol I’ Craiova
10. In triunghiul isoscel ABC, AB = AC, BAC = 72°, iar M este mijlocul laturii BC. Pe prelungirea
laturii BC construim punctul D astfel incdt DAB = 36°, iar in semiplanul determinat de dreapta
BC care nu contine punctul A consideram punctul E astfel incat EDB = 36°, iar unghiul ECB =
18°. Determinati masura BEC.
Prof. Luminita Popescu, Craiova

Clasa a VII-a

1. Fie triunghiul ABC, m(£A) > 90°.Pe laturile AB respectiv AC construim triunghiurile isoscele
DAB si EAC astfel incat BE N CD = {A}.Daca DB N EC = {F}, aratati ca punctele F, O si H sunt
coliniare, unde O si H reprezintd centrul cercului circumscris, respectiv ortocentrul triunghiului ABC.

Prof.Gabriel Tica, Craiova

2. Demonstrati ca Ja(b7+c) + \/Wm) + \/Cmm —(a+b +c), oricare ar fi a, b, c numere reale

7 7
pozitive.
Prof. Amzoiu Manuel, Craiova
. . .9 16 49
3. Determinati ca = + — = —, unde X, y€(0, +x).
x y x+y

Amzoiu Maria lzabela, Craiova

4. Sa se calculeze suma [ZJ;\E] + [94”/5] + [ZO:‘/Z] + o [n(Zn—;)h/ﬁ}

3
Prof. Delia Corina-Schneider, Craiova

5. Se da un triunghi ABC cu 2 - AB = BC, in care N, M sunt mijloacele laturilor [AB]si [BC] si P €
(AC), astfel incat AC = 3AP. Folosind o rigla negradata, construiti perpendiculara in M pe NM.
Prof . Gabriel Tica, Craiova
6. Determinati numarul de solutii intregi ale ecuatiei 2022x* - y* =2023.
Prof. Gabriel Tica, Craiova

108 e . .
7. Determinati a € N pentru care [ ] [ ,unde [x] reprezinta partea intreaga a numarului

X.

Prof. Stancele Mihaela Carmen, Craiova

2ab a+b
8. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia |x —+a | + |x —— + | ——| = x -

a%+b? . ..
/ ar unde a, b sunt numere reale strict pozitive, fixate.

Prof. Stancele Mihaela Carmen, Craiova
9. Aratati ca:

3 .5, 7 4 9 3
a)ﬁ+\/€+ 12+20>2
b) g +S+ 2+ <2
Prof. Stancele Mihaela Carmen, Craiova
2 2 a+bcy3
10. Fiea,b,c € Q cua”+ b “ #0, astfel incat: +a\/§EQ.

a) Aritati ca: Vc +V2a? + b* +c2 € Q.
b) Daca a, b, c € N atunci: (b? + 2¢) | (5h*+12a%+4 c?)
Prof.Stancele Mihaela Carmen, Craiova
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Clasa a VIII-a

o o b(a+b
1. Sa se demonstreze ca {x [x = Q,
a2+b?

a>0,b>0}= (o, “ﬁ].

2
Prof. Neculai Stanciu, Buzau

2. Rezolvati ecuatia x® + 3x% = 3x* + 28

Prof. Nicolae Ivaschescu, Canada
1 1251

20012 1001°

3. Aratatica : %2 + 3% + 5—12 ot
Prof. Gabriel Tica, Craiova
4. Fie ABCDEF o prisma triunghiulard dreapta cu baza triunghiul ABC echilateral. Stiind ca dreptele
BD si AF sunt perpendiculare, calculati tangenta unghiului determinat de dreptele AE si CF.
Prof. Lavinia Trincu, Craiova
5. Determinati functia f: N — N, care verifica simultan conditiile:
@) f)=fkx+1)—-2,VxeN;
(i) f(2023) = 6069.
Prof. Elena Popa, Baia de Fier
6. Fie multimea A = {2k + 3p| k,p € Z}. Determinati Z\A.
Prof. Nicolae Talau, Craiova
7. Aratati ca in orice tetraedru are loc relatia:
dihyhshy + dyhihshy + d3hid,dy + dyhihydz = hihyhzhy,
unde h;, cui = 1,4si dj, cu j = 1,4 sunt lungimile indltimilor tetraedrului, respectiv distantele de la
un punct din interiorul tetraedrului la fetele acestuia.

Prof. Nicolae Talau, Craiova
8. Fie functiile f,g: R -> R, f(x) = —x + 8, g(x) = x + 10.
a) Demonstrati cd reprezentarile grafice ale functiilor f'si g sunt doua drepte perpendiculare.
b) Dacd x € [—4\/§ —1; 445 — 1], demonstrati inegalitatea:
(F200) + D(g*C) + 1) = 2(f(x) - g(x) — D(f () + g(x)).

Prof. Valerica Pometescu, Craiova

9. Fie x si y numere reale strict pozitive care verificd relatia : /x*+ 16y2 +/y* + 16x2 =12.
Demonstratica x-y < 2,25.
Prof. Marian Firicel, Craiova

10. Daca x si y sunt numere reale strict pozitive astfel incat J%Jr \/% =V5, si se demonstreze ci

=1.

Prof. Cristina Ungureanu, Craiova

Clasa a IX-a

. - . .1 1 1 3abc
1. Demonstrati ca, daca a,b,c >0 st abc =3,atunci = +—=+—=-=>———.
> > a? b2 = c? ab+bc+ca

Lorin Dimitrie Ungureanu, elev C.N. ,,Carol I”, Craiova
2. Siserezolve inecuatia  [x]3 — (x — 1) - [x]? < 4(1 — {x}).

Rebecca Pitru elev C.N. ,,Carol I, Craiova
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3. Fie x4, %, x3 € R astfel incat (tgx; + tgx, + tgxs)(ctgx, + ctgx, + ctgxs) = 1.
Demonstrati c existd i,j € {1, 2, 3} cui #j astfel incat |cosx;| = |cosx;].

Prof. lonut Ivanescu, Craiova

4. a) Determinati numerele m pentru care ecuatia x> + 2mx + m — 10 are ridicini intregi.
b) Rezolvati [x]? — (m? + m)[x] + m3 = 0, unde m este un numar intreg fixat.
Prof. Carmen Georgescu, Craiova

5. Considerdm un triunghi ABC si punctele M, G, N in planul triunghiului astfel Incat BM =

2MC,3NA + 3NC + 4CB = 6, iar punctul G este centrul de greutate al triunghiului ABM.
a) Demonstrati ca punctele N, G, C sunt coliniare.
b) Daca P este simetricul punctului A fatd de N, iar Q este mijlocul segmentului [AC],
demonstrati ca P apartine dreptei GQ.
Daniel Cristian Ciurcea, Craiova

6. Aratati ca oricare ar fi x,y,z > 0 are loc inegalitatea:
3(x2+y?2+2z2)+xyz+ 15> 3(xy +yz+zx) + 3(x + y + 2).
Carina Maria Viespescu, Craiova

7. Fie functiile f:R - R,f(x) =x%+ px +q cu ridicinile x;, x, si g:R-> R, g(x) =x? +
p1X + g4 curddacinile x3,x, . Aratati ca:

fx3) flxy) = g(x1) - g(xz) = (p — p) (g1 — qp1) + (@ — q1)°.
Prof- Daniela Mirea, Prof. Daniela Stoian, Craiova

8. Fie f,g: R — R doua functii astfel incat f si g — f sunt monotone de acelasi tip.
Demonstrati cd daca [f(x) — f(¥)| = |x —y|, (V)x,y € R, atunci g este injectiva.

Prof. Sorin Puspana, Craiova

9. Fie un triunghi echilateral ABC si punctul M in planul triunghiului astfel incat
cos BMC - (MA? — MB? — MC?) = 2MB - MC.
a) Demonstrati cd M este situat in exteriorul triunghiului ABC.
b) Demonstrati cd proiectiile punctului M pe laturile triunghiului sunt puncte coliniare.
Daniel Cristian Ciurcea, Craiova

10. Fie a, b > 0. Aflati cea mai mica valoare a expresiei E(x) = % + :—x ,x € (0,1).
Prof. Ana Jipescu, Prof. Mihaela Déianu, Craiova

11. Fie lungimile laturilor BC, CA, AB ale unui triunghi ABC sunt direct proportionale cu numerele
6,9, 12, punctul M este situat in planul triunghiului astfel incat BM = ZW, iar P este punctul in

care bisectoarea unghiului CBA intersecteaza dreapta CM. Fie numerele reale x, y astfel incat BP =
=R - . T+x+a?4-x100
x - BC + y - CA. Calculati W.
Raluca Ciurcea, Craiova
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Clasa a X-a

o . o . 5 .
1. Determinati toate functiile f: Z — Z care verifica relatia f o f(x) — % X = f (x), pentru orice

numar intreg x.
Stefania Irina Dragancea, elev C. N. ,,Carol I”, Craiova

2. Rezolvati ecuatia logs (x + 5) — logy; (x +9) = ~.
Lorin Dimitrie Ungureanu, elev, C. N. ,,Carol I”, Craiova

3. Considerim numerele complexe distincte zy,z,, z5 astfel incat |z;| = |z,| = |z3| # 0si z5 +
z3 + 3z,2,23 = z3. Determinati misurile unghiurilor triunghiului ale carui varfuri au afixele
Z4,2Z5,2Z3.

Raluca Ciurcea, Craiova
4. Demonstrati ca pentru orice n € N,n = 2, numarul (2!-2)!- (3!-3)!-...- (n!-n)! divide
numarul ((n +1)! — 2)! .

skoksk

2
5. Rezolvati ecuatia 4* + 2 - 16\/; = 48.
Andreea Daiana Tudor, elev C. N. ,,Carol I”, Craiova
6. Rezolvati ecuatia log;(13* — 6) = log;3(7* + 6).
Maria Izabela Amzoiu, eleva, C. N. ,,Carol I”’, Craiova
7. Fie a si b doua numere reale mai mari decat 1. Demonstrati inegalitatea:
a’ + 4b%*+9 | b?+4a*+9 26
T TR T,
Daniel Cristian Ciurcea, Craiova

log,

8. Rezolvati ecuatia 3* + 4% + 12* + 2 = 13* + x.
Gabriel Leonard Tica, Craiova

2023
9. a) Determinati partea fractionara a numarului 4 = (\/ k2 +1+ k) ,unde k este un numar
natural nenul.
b) Gasiti numere naturale nenule k astfel incat primele 2024 zecimale ale numarului real B =
2024 _
(Vkz+1+k) sa fie egale cu 9.

skksk

10. Rezolvati in R ecuatia V8% + 12 = 13V 13v2* — 12.
Prof. Cristian Sorin Schneider, Craiova

11. Rezolvati in C ecuatia (z + 2022)2°23 — (z — 2022)2°23 = 0.
Prof. Carmen Georgescu, Craiova

Clasa a XI-a

1. Se considera sirul (x;,),»; definit prin x4, x, € (1,) si x4, = log;(2 + x,, * x,41), pentru orice
n € N*. Sa se arate ca lim x,, = 1.

n—-co
Prof. Catalin Spiridon, Craiova
2. Fie matricea A € M, (R), astfel incat A3 = 7A? — 17A + 141, unde n > 3 este numdr natural
impar. Sa se arate ca det(A — 2I,) = 0 si det(A — 31,) = —1.
Prof. Cristina Spiridon, Craiova
3. Fie matricea A € M, (R), astfel incat 2A%> = A + 2I,, unde n > 3. Si se arate cd detA > 0.
Prof. Daniel Alexandru Ion , Craiova
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4. Fie peN,p=2 si sirul (xp)pso definit prin  xp,xq,, %51 € (1,0) $i Xp4p =

14 1 . - o 1:
2 ————  pentruorice n € N. Si se arate ca lim x,, = 1.
XnXn+1"Xn+p-1 n—-oo

Prof. Catalin Spiridon, Craiova
3
5. Se considera sirul (x,)nso definit prin xy € R si x4 = 4+1 ,(V)n € N. Sa se arate ca sirul

(xn)nso este convergent si sa se afle limita sa.
Elev Costache Mihai, C.N. ,,Carol I, Craiova

€ (01) s xp4y = I (V) nE N,

6. Se considera sirul (x,),>; definit prin x;

a) Sa se arate ca sirul (x,) 5o este convergent si sa se afle limita sa.
b) Sa se calculeze lim 2" - x,,

n—-oo

c) Sa se calculeze lim

n-oo Xn

Xn+1

Eleva Virtosu Alexandra, C.N. ,,Carol 1", Craiova
7. Determinati x,y € (0, E) astfel incat:

2
x+y+xy—?n 2Lsicosx+cosy=§.

5
Prof. Gabriel Tica, Craiova
8. Fie a € R. Se considera sistemul de ecuatii:
(Sinza - X1 + sinacosa - x, + sinacosa - x5 + cos?a-x, =0
cos?a - x; + sin®a - x, + sinacosa - x5 + sinacosa - x, = 0
sinacosa - x; + cos?a - x, + sin®a - x3 + sinacosa - x, = 0
sinacosa - x; + sinacosa - x, + cos?a - x3 + sina-x, = 0
Sa se determine a € R pentru care sistemul are solutii nenule.
Elev Rosca Andrei, C.N. ,,Carol I”, Craiova
9. Fie f: R — R o functie continud cu proprietétile:
a) f(ax) — f(bx) = x,(V)x € R(unde a > b > 0).

b) f(0) = 0.
Sa se calculeze lim (f (x)) .
X—00 e

Elev Tudorache Andrei, C.N. ,,Carol I, Craiova

10. Fie matricea A = (12L _42) Sa se determine termenii generali ai sirurilor (a;)nso $i (bn)nso
pentru care A" = a,, - A+ b, - I,,n = 0 si apoi sa se afle lim n - an—
n—oo
Elev Rosca Andrei, C.N. ,,Carol I, Craiova
2 4% —2-4% 1
11. Fie ecuatia | 1 —8* 2* —1 [ = 0. Sa se determine a € R pentru care ecuatia

—24*—qaq 2-4*4+a 2¥-2
are o radacina reala dubla.
Elev Tudorache Andrei, C.N. ,,Carol I, Craiova

Clasa a XII-a

1. Fie a, b doud numere naturale nenule distincte. Demonstrati ca polinomul
p = (a—b)(X*+2022)(XP + 2022) — 2023a(X* + 2022) + 2023b(XP + 2022) este
divizibil cu polinomul g = (X — 1)2.

Cosmin Gabriel Piran, elev C. N. ,,Carol I”, Craiova

5+x

2. Calculati valoarea integraleif m In —dx
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skskosk

3. Fie (G,") un grup cu proprietatea cd existd a € G astfel incat x = ax3a pentru orice x € G.
Demonstrati ca grupul este abelian.
skskok
4. Determinati valorile intregi ale lui a pentru care polinomul f = X3 — (a® — 4)X? +
(13a + 8)X — 1 este reductibil peste Q.
Daniel Cristian Ciurcea, Craiova
5. Fie functia f: R - R, f(x) = In(e* + Ve + 1). Calculati lim [ et f(t)d.
X—00
Matei Tascau, student, UK

2023x.x2022

2023%+1
Matei Tascau, student, UK

7. a) Demonstrati ci exista o infinitate de numere naturale nenule n astfel incat numarul 51 —
31 si fie divizibil cu n.
b) Demonstrati ca exista o infinitate de numere naturale nenule n astfel incat numarul
11771 4 7771 — 571 — 3771 g3 fie divizibil cu n.

6. Calculati aria subgraficului functiei f: [-1,1] » R, f(x) =

Ana Dumitru, Craiova

8. Fie (4, +,") un inel cu proprietatea ci x? + y2 = (x + y)? pentru orice x,y € A. Demonstrati ci:
a) x2 = x, pentru orice x € A; b) inelul (4, +,") este comutativ.
Virginia Grigorescu si Carmen Vlad, Craiova

9. Stiind cd f: R, — R, este o functie derivabili cu derivata continua astfel incat f o f(x) = x2023

. o .. .o . 1
pentru orice numdr real pozitiv x, demonstrati ca are loc relatia [, (2023 - x*°2% + 1)f (x)dx =

1.
Gabriel Leonard Tica, Craiova

10. Demonstrati ca nu existd functii continue f: [0, g] — R cu proprietatea ca
Vs

: :
24 [ o< 2vE [ F - cos (5 -5 dx
0 0

Daniel Alexandru lon, Craiova
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