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CLASA A XI-a

Problema 1. Sa se determine toate functiile continue f : R — R care satisfac
egalitatea

fl+y) = flz+ ),
pentru toti z,y € R.

Gheorghe Rautu

Solutie. Varianta 1 Daca f este injectiva atunci se deduce imediat din egali-
tatea din enunt ca f(x) = z, Vx € R. Altfel, exista y; < yo cu f(y1) = f(y2). Avem
ca

fla+uy) = fla+ fly) = fle+ fg)) = flz+4), Ve €R,

de unde se obtine ca f este periodica de perioada y, — y;. Fie multimea pe-
rioadelor functiei f:

F={t>0[f(z+1) = f(x),Vz €R}.

Daca 0 este punct de acumulare al lui F atunci exista in F un sir ¢, — 0. Avem

ca
o= 1)) oo o [g])) -0

unde ultima egalitate se obtine astfel: [%] < % < [%] +1=0<z— [i} t, <

t,, deci lim,,_, (x - [ti] tn> = 0. Am obtinut in acest caz ca f este functia
constanta.

Daca 0 nu este punct de acumulare al lui F atunci aceasta multime are un
infimum ¢ > 0 si cum f este o functie continua se obtine imediat ca ¢t € 7. Este
clar ca f este injectiva pe intervalul (0, ¢), altfel exista 0 < y; < y» < t astfel incat
f(y1) = f(y2) si cu argumentul de mai sus se obtine ca y, — y; € F. Inegalitatea
0 < y2 — yo < t contrazice minimalitatea lui ¢, ceea ce reprezinta o contradictie.
Deci, f este injectiva pe intervalul (0,¢) si cum este si continua, inseamna ca
este strict monotona pe acest interval. Atunci, pentru orice a € (0,¢) avem

F0) = lim £ () < f(a) < lim f(2) = F(2),
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ceea ce contrazice egalitatea f(0) = f(¢). Am obtinut o contradictie, deci
singurele functii care verfica conditiile din enunt sunt functiile constante si
functia identitate.

Varianta 2 Inlocuind pe = cu = — y in relatia din enunt obtinem

f(x) = flz+ fly) —y),Vo,y € R.

Deducem ca f(y) —y € F, Yy € R. Daca f(y) =y, Yy € R, atunci f este functia
identitate, care verifica cerintele problemei. Altfel, exista un y, € R pentru care
f(yo) # yo, cu alte cuvinte, multimea de perioade F este nevida. Daca exista

fly) —y

f(yo) = wo
al lui Kronecker, multimea

un y € R astfel incat € R\ Q atunci, conform criteriului de densitate

{m(f(y) —y) +n(f() — yo)lm,n € Z}

este densa in R. Deoarece f este constanta egala cu f(0) pe aceasta multime,
rezulta ca f este constanta.
fly) -y

f(yo) — vo

este de asemenea continua, ceea ce iImpreuna cu

Investigam acum cazul in care

fly) —y
J (o) — o

€ Q, Yy € R. Deoarece f este

continua si functia

fy) —y fly) =y

f(Wo) = yo f(wo) — yo
a € R astfel incat f(y) = y + a, Yy € R. Substituind aceasta expresie in relatia

din enunt gasim ca a = 0, deci f este functia identitate.

€ Qnedaca este functia constanta. Se obtine ca exista

Varianta 3 Aratam ca f este fie functia constanta, fie functia identitate. Notam
cu Imf = {f(z)|x € R} imaginea functiei f. Substituind = = 0 in relatia din
enunt gasim ca f(y) = f(f(y)), Vy € R. Cu alte cuvinte, f(z) = z, Vz € (a,b),
unde a si b sunt infimul si supremul multimii Im f, care este un interval pentru
ca f este continua.

Sa presupunem ca f nu este constanta si a este finit. Din continuitate se
obtine ca f(a) = a si f(z) = x, Vz € [a,a + 2d] pentru un d > 0. In acest caz,
pentru orice 0 < t < d avem ca f(a —t) = a + s pentru un s > d. Intr-adevar,
daca s < d atunci

a=f(t+a—t)=f(t+fla—t)=fla+t+s)=a+t+s,
ceea ce este imposibil. Am obtinut ca f(z) > a+d, Vo € (a — d,a) si f(a) = a,
ceea ce contrazice faptul ca f are proprietatea lui Darboux. Am aratat ca daca
f nu este constanta atunci ¢ = —oco. Analog se arata ca b = oo, cu alte cuvinte
f este functia identitate. O
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Problema 2. Fie n > 2 si fie A, B € M,,(C) astfel incat

{rang(A*) | k > 1} = {rang(B*) | k > 1}.
Aratati ca rang(A*) = rang(B*), pentru orice k > 1.

Cristi Savescu

Solutie. Varianta 1

Aratam prin inductie ca, daca r = rang(A*) = rang(A**!) pentru un k > 1,
atunci rang(A™) = r pentru orice m > k. Cazurile m = k si m = k + 1 sunt date
in ipoteza. Fie acum r = rang(A™™!) = rang(A™) pentru un m > k + 1, atunci

rang(A™™!) = rang(A™A) < rang(A™) = r.

Pe de alta parte, daca aplicam inegalitatea lui Frobenius pentru matricele
A, A™=1 A atunci

rang(A™) + rang(A™) < rang(A™) + rang(A™ ).

Rezulta ca r < rang(A™!), deci rang(A™ ) = r.

Acest fapt arata ca sirul (rang(A*));>; este constant de la un anumit rang
incolo, iar pana la acel rang este un sir strict descrescator.

Avem urmatoarea lema:

Lema. Fie (r,),>1 si (s,),>1 doud siruri de numere reale care sunt constante de
la un anumit rang incolo si sunt strict descrescatore pana la acel rang. Daca

{raln > 1} = {sn|n > 1},
atunci cele doua siruri sunt egale.

Demonstram prin inductie dupa n > 1 ca r, = s, pentru orice n. Pentru
n =1, avem r; = s;, deoarece r; si s; sunt cele mai mari elemente din multimile
de valori ale celor doua siruri.

Presupunem acum ca r; = s; pentru orice 1 < ¢ < n si aratam ca r,4; =
Sp+1. Procedam prin reducere la absurd si presupunem, fara a pierde din
generalitate, ca r,1 > s,41. Distingem doua cazuri:

- Daca r, = r,4+1, atunci sirul (r,),>; devine constant de la n incolo, deci
rn+1 €ste cel mai mic element al mulimii valorilor acestuia. Pe de alta parte,
mutimea valorilor sirului (s,),>; contine un element s,; care este strict mai
mic decat r,,,, ceea ce contrazice ipoteza.

- Daca r, > r,;+1, atunci



Tn = Sp > Tnt1 > Sp+1-

prin urmare, r,,; apartine mutimii valorilor primului sir, dar nu si mutimii
valorilor celui de-al doilea sir, ceea ce contrazice din nou ipoteza.
Astfel, in ambele cazuri obtinem o contradictie, deci r,,,1 = s,11.

Aplicand acum lema in cazul celor doua siruri (rang(A*))g>1 si (rang(B*))g>1,
concluzionam ca rang(A*) = rang(B*), pentru orice k > 1.

Varianta 2

Este clar ca avem egalitatea

rang(A") = rang(J*), vk > 1,

unde J este forma canonica Jordan asociata matricei A. Astfel, demonstratia
problemei se reduce la cazul in care A si B sunt in forma canonica Jordan.

Daca un bloc Jordan are un numar nenul pe diagonala principala, atunci
orice putere a sa are rang constant, egal cu dimensiunea blocului. Daca un
bloc Jordan J de dimensiune m are 0 pe diagonala principala atunci rang(J*) =
m—k,V0<k<msirang(J*) =0, ¥V k > m. In plus, este usor de aritat ca o
matrice J in forma canonica Jordan avand blocurile Jordan 7, ..., J,, satisface
relatia:

rang(J") = rang(J)") + ... + rang(JF),Vk > 1.

Pentru un bloc Jordan J; care are un element nenul pe diagonala princi-
pala, avem ca rang(JF) = rang(J;) pentru orice k > 1. Pe de alta parte, daca
blocul Jordan J; este nilpotent (are numai elementul 0 pe diagonala princi-
pala), atunci rang(J*) = rang(J" ') — 1 daca 2 < k < dim(.J;) si rang(J¥) = 0 daca
k > dim(.J;).

Deducem ca sirul (rang(A¥));>; este constant de la un anumit rang incolo (mai
precis de la dimensiunea maxima a unui subbloc Jordan nilpotent), iar pana
la acel rang este un sir strict descrescator. Apoi se finalizeaza ca in prima
varianta folosind Lema de mai sus.

O
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Problema 3. Fie (a,),>0 sirul de numere reale definit prin ay > 0 si

az —1
n+1’

ap41 =
pentru orice n > 0. Demonstrati ca exista un numar real a > 0 astfel incat:
e Pentru orice ay > a, avem lim a, = oo;
n—oo

e Pentru orice 0 < a9 < a, avem lim a,, = 0.

n—oo
Solutie. Varianta 1
Vom arata ca a = 2.
Mai intai observam ca a,; > —#1 > —1,Vn > 0.

- Daca 0 < gy < 1, atunci se arata usor prin inductie ca —1 < a,, < 0, pentru

orice n > 1. Deci ——= < a, <0, astfel ca lim,_ a, = 0.

- Daca ay > 2, atunci se arata usor prin inductie ca a, > n + 2 pentru orice
n > 0, astfel ca lim,,_,, a,, = co.

- Fie acum 1 < a9 < 2. Aratam mai intai ca exista macar un termen al sirului
mai mic sau egal cu 1. Presupunem prin reducere la absurd ca 1 < a,, Vn > 0.
In acest caz, tinand cont ci g < 2, se arata imediat prin inductie ca a, < n+2,
Vn > 0. Avem ca

Api1 a% —1 B afL —1 < an, 2
n+3 (m+1)n+3) nm+2)2-1 n+2)
pentru orice n > 0. Iterand inegalitatea de mai sus obtinem

an ap\ 2" ap\ 2"
<|l=) =1l<a,<(n+2 (—) ,
n+2 <2> “ (n ) 2

pentru orice n > 0. Am obtinut o contradictie pentru ca lim,,_,,(n+2) (“70)2n =0.
Cu alte cuvinte, exista macar un termen al sirului mai mic sau egal cu 1.

Fie acum m > 1 astfel incat a,, < 1. Ca mai sus, se arata usor prin inductie
ca —% <a, <0, pentru orice n > m + 1. Astfel, se obtine ca lim,, .., a, = 0.

Varianta 2

Definim sirul

xn:\/1+1~\/1+2-\/1+...+(n—1)-\/1+n, Vn > 0.
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Sanotamcazg =1, 21 =vV1+1= V2, 19 = \/1+\/1+ = \/1+\/§etc. Vom
demonstra ca sirul (z,),>o este convergent. Mai intai aratam ca sirul este
crescator. Pentru orice n > 1, avem ca /1 +n > 1, deci

T, = \/1+1-\/1+2-\/1+...+(n—1)- 1+n>

\/1+1~\/1+2-\/1+...+(n—2)-\/1+n—1:xn_l.

Acum demonstram ca z,, < 2, Vn > 0. Pentru n = 0, avem 2z, = 1 < 2. Fixam
n > 1 si definim sirul finit auxiliar:

p=v1i+tn, yi=vV1+Mm—i+ly, V2<i<n

Este clar ca y, = z,. Vom arata prin inductie ca y; < n — i + 2 pentru orice
1< <n.

- Pentru: =1, avem y; = v/1+n < n+ 1, ceea ce este adevarat pentru n > 1.
- Presupunem ca y; < n — 1+ 2 pentru un ¢ < n. Atunci,

Yir=\V1+ -y <V1i+n—i)(n—i+2)=+/(n—i+1)2=n—i+1.

Prin urmare, pentru i = n, obtinem y, < 2, iar cum z,, = y,,, rezulta z,, < 2. Ast-
fel, am demonstrat ca (z,),>o este strict crescator si marginit, deci convergent,
conform criteriului lui Weierstrass. Notam limita sa cu a, astfel incat 1 < a < 2.
Aratam acum ca acest numar satisface cerinta problemei. Avem:
2
a; —1 S 1

> -1, Vn>0.

Ap, = bt =
1 n+1 n+1

Daca exista un s astfel incat —1 < a; < 1, atunci prin inductie se poate arata
caa, <0, Vn > s, ceea ce duce la

1
n+1

<a, <0, Vn>s,

si astfel lim a, = 0.

n—oo
e Cazul 1: 0 < qy < a. Deoarece z, creste spre a, exista un ¢t > 1 astfel incat
ap < r; < a. Fixam un astfel de ¢.

Daca exista un s cu 1 < s < t astfel incat —1 < a, < 1, atunci a,, — 0 si am
terminat.

Presupunem deci ca a; > 1 pentru 1 < s < ¢. Definim sirul finit (y,)i<,<; ca
mai sus si aratam prin inductie dupaicu 0 <i: <t -1, ca a; < y—;. Pentru
1 =0, ay < 2y = 1. Fie acum a; < y;_; si cum a; > 1 obtinem prin ridicare la
patrat ca
ai =1 yi,—1

7

<
1+ 1 1+1

2 2
a; <Yy = Qg1 = = Yr—i—1,

ceea ce incheie inductia.
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Punand i = ¢t — 1, rezulta ca a; 1 < y; = V/1 + ¢, iar de aici a; < 1. Aplicand
argumentul anterior, deducem ca lim a, = 0.

n—o0

e Cazul 2: ay > a. Atunci ay > z; = y;, pentru orice t > 1. La fel ca in cazul
anterior, se arata prin inductiedupa0<i<t—1caa; > y;_;. Punandi=1¢—1,
obtinem a;, | > y; =t +1, Vt > 1, deci lim a, = oo.

n—oo

Observatie: Daca cele doua demonstratii sunt corecte atunci limita sirului
(xn)n>1 din Varianta 2 trebuie sa fie 2. O discutie legata de acest subiect se
gaseste la https://math.stackexchange.com/questions/7204 /evaluating-the-
nested-radical-sqrt1-2-sqrt1-3-sqrtl-cdots. O
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Problema 4. Fie M o submultime a multimii S,, a permutarilor multimii {1, 2, ...
.,n}, cun > 2, care contine cel putin doua elemente, astfel incat pentru orice
o, 7 € M avem ca ot € M. Se considera o functie f : M — R care satisface
inegalitatea:

|f(oT) — f(o) — f(7)| < 1,Vo,7 € M.
Sa se demonstreze ca:

ma |f(o) = f(1)] £ 2= o

unde |M| denota cardinalul multimii M.

Solutie. In primul rand, sa observam ca pentru orice ¢ € M, functia

Go : M — M, g,(1) =o1,VT € M

este bijectiva. Deoarece multimea M este finita, este suficient sa aratam ca g,
este injectiva. Intr-adevar, daca g,(71) = g,(m2), atunci om, = or=1, = 7.
Fie acum a,b € M astfel incat

d= ma [ £(0) = f(7)] = £(5) — f(@)

Folosind observatia de mai sus pentru a, b, deducem ca

Y Sy =" flar) = Y (f(br) = f(ar)) =0.

TEM TEM TEM

Pe de alta parte, avem

for) = flar) = (f(br) = f(7) = f(b)) = (f(a7) = f(7) = f(a)) + f(b) — f(a)
> d—2.

Notam ca permutarea identica e apartine lui M. Pentru orice ¢ € M, avem
ca o™ € M, YVm € N*. Alegand m egal cu ordinul lui o, obtinem ca e € M.
Colectand, avem ca



0 = Y (flbr) = flam) = f(b) = fla)+ > (f(br) = f(ar))

TEM TeM\{e}
> d+(d-2)(IM|-1).

Rezulta imediat ca

2
d<2— .
M|

Observatie: Inegalitatea obtinuta este optima, intrucat exista exemple in care
devine egalitate. Un astfel de exemplu este dat de multimea M = {e,0,...,0" "'},
unde o este un ciclu de lungime ¢ si functia f : M — R definita prin f(o*) =
%, vk € {0,1,,,,¢—1}. Se verifica usor ca aceasta functie satisface inegalitatea
impusa sica f({ —1)— f(0) =2 - (-1)=2-2.

O
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