CONCURSUL | - _
DE MATEMATICA
TITEICA

Editia 2, Craiova, 22 martie 2025

CLASA A VIII-a

4n+1

Problema 1. Determinati numerele reale r stiind ca "5 <z < 3~

orice n € N*.

, pentru

Gheorghe Boroica

4n+1

4n+1 *
,Vn € N T

Solutie. Fie A= {z € R| 35
Vn € N*, rezulta ca [1,2] C A.

Vom demonstra ca are loc si incluziunea inversa.

Presupunem contrariul, anume ca exista a >0, a € A4\ [3,2].

Atunci a € (0,1) sau a € (2,00).

In primul caz, din s < a,Vn € N* rezulta n(1 — 3a) < a, oricare ar fi n € N*
sicum 1 — 3a > 0, deducem ca

,Vn € N,

- a
n
1-3

inegalitate care este falsa de exemplu pentru n = [1 = ] + 1, contradictie.
Similar, in al doilea caz rezulta a < 3%, Vn € N*. De aici deducem inegali-
tatea n(2a —4) <a+1, Vn € N*. Cum 2a - 4 > 0, avem ca

a—+1

< v N*
n 2@_4,716 s

inegalitate falsa pentru n = [£tL] + 1, de unde rezulta contradictia.
Asadar, A = [1,2]. O
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Problema 2. Fie k£ > 2 un numar natural si z1,zs,...,7; € (0,1) numere reale.
De asemnea, fie my, mo, ..., mg, ny,no, ..., n, numere intregi. Definim

. .ma mo my . no Nk
A—.Tl 'x2 '...'.Z’k,,B—l’l 'x2 '...'l‘k

si

min(m1,n min(ma,n min(mg,n
C = z (11)‘x2(22)“.._$k(kk)
max(m1,n1) max(ma,n2) max(mp,nk)
1 * :L‘2 S e " {Ek .

S
|

Sa se demonstreze ca

A+B<C+D.

Cand are loc egalitatea?
Dorel Mihet

Solutie. Deoarece = + y = min(z,y) + max(z,y) pentru orice x,y € R, are loc
egalitatea A- B = C'- D. Asadar trebuie sa demonstram ca

AB
A+B< —
+B<C+ 5

inegalitate echivalenta cu C? — C(A+ B) + AB > 0, adica cu (C — A)(C' — B) > 0.
Cum z; € (0,1) si min(my,n;) < my,n;, avermn cd ") > g gj ginmeni >
x;", oricare ar fi ¢ € {1,2,...,k}. Prin inmultire rezultd ca C > A si C > B.
Egalitatea are loc cand C = A sau C' = B. Egalitatea C' = A are loc daca si
numai daca min(m;, n;) = m;, adica m; < n;, oricare ar fii € {1,2,...,k}. Similar,
C' = B are loc daca si numai daca n; < m;, oricare ar fii € {1,2,... k}.
O
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Problema 3. In spatiu sunt date doua pentagoane regulate ABCDE si AEK PL,
astfel incat ZDAK = 60°. Notam cu M, N si S mijloacele segmentelor AE, C'D
si respectiv EK.

a) Sa se arate ca triunghiul N/ S este dreptunghic.
b) Sa se demonstreze ca planele (ACK) si (BAL) sunt perpendiculare.

Olimpiada Ucraina

Solutie. a) Sa observam ca AK = AD si ZDAK = 60°, deci triunghiul ADK este
echilateral.

Avem ca AD = DK si AF = FK, de unde D si F se afla in planul mediator
segmentului AK, asadar DE | AK. Cum MS | AK si MN || AC || DE rezulta
LZNMS =90°.

b) Sa observam ca planele (ACK), (M NS) sunt paralele.

Avem LK = BDsi LK || AE || BD, deci BLK D este paralelogram si BL || KD.

Fie R mijlocul segmentului DE. Acum RS | KD || BL si RN | CE || AB, de
unde rezulta ca planele (ABL) si (RN S) sunt paralele.



Deci este suficient sa aratam ca (M NS) si (RNS) sunt perpendiculare.

Fie O proietia lui R pe planul (NMS). Cum NR = <£ = 42 MR = 42
si RS = £2 = 4D rezultd ca OS = ON = OM, deci O este centrul cercului
circumscris triunghiului NM S. Cum triunghiul NM S este dreptunghic, O este
mijlocul segmentului SN. Planul (RNS) contine dreapta RO, perpendiculara
pe planul (NMS), deci (MNS) L (RNS).

O
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Problema 4. a) Sa se arate ca oricare ar fi numerele naturale nenule «,b, ¢
exista un numar natural nenul N astfel incat

(N +a®) (N+b°) (N+c)

este patrat perfect.
b) Aratati ca exista cinci numere naturale nenule distincte a, b, ¢, d, e pentru
care exista un numar natural nenul N astfel incat

(N +a®) (N+b°) (N+¢) (N+d°) (N+e?)
sa fie patrat perfect.
Luminita Popescu

Solutie. a) Se verifica imediat ca N = ab+ bc+ ca satisface conditia. Intr-adevar,
pentru N = ab + bc + ca avem

(N+a*) (N+b°) (N+¢) =[(a+b)(b+c)(c+a)
b) Cautam N astfel incat N + d?> = 22 si N + ¢? = 32, unde z,y € N. Cu alte

cuvinte,

=y -t e= et =y dP

De exemplu, 125 = 2% + 11? = 5% + 10?, ceea ce este echivalent cu
10* — 22 = 11 — 5% = 96.

Deci, N = 96, iar d = 2,e = 5. Cautam acum a, b, ¢ astfel incat ab + bc + ca = 96.
Incercam mai intai ¢ = 1 si obtinem:

ab+a+b=96= (a+1)(b+1)=097

Din pacate, 97 este numar prim, deci unul dintre numerele a si b este egal
cu 0, ceea ce nu convine.
Cum d = 2, ¢ = 2 nu convine, astfel ca incercam c = 3.

ab+3a+3b=96 = (a+ 3)(b+3) = 105

O solutie ar fi a = 4,0 = 12. Am gasit numerele a, b, c,d, e ca fiind 2,3,4,5,12
si N = 96. Se poate verifica usor ca:

(96 +2%) (96 + 3%) (96 + 4%) (96 + 5°) (96 + 12%) =2'0.3%.5*. 7% . 117



Alternativ, se poate cauta mai sus N astfel incat N+d? = t-2% si N+¢e? = t-92,
pentru numere naturale ¢, z,y. De aici deducem ca:

t(2*—y)=d*—e <=tz —y)(z+y)=(d—e)(d+e)

Putem alege t =d —e,x —y = 1,2+ y = d + e si obtinem:

T

2 YT T 2
Pentru a usura calculul alegem d = e+ 3, deciz = e+ 2,y =e+1si N =
2e? + 6e + 3. Acum cautam ca mai sus a, b, ¢ astfel incat

1 —1 1\?2
_dte+t _d+te ,N:(d—e)(M) 2

ab + be + ca = 2¢® + 6e + 3

Pentru ¢ = 1 obtinem (a + 1)(b+ 1) = 2(e + 1)(e + 2). Putem alege a = e+ 1 si
b=2e+1.

Am gasit numerele a,b,c¢,d,e ca fiind 1,e,e + 1,e + 3,2¢ + 1 (unde e > 3 ) si
N = 2¢e% 4 6e + 3.

Verificam ca:

N+1>=2e"+6e+4=2(+1)(e+2)
N +e? =3¢ +6e+3=3(e+1)?

N+ (e+1)?=3e*+8+4=(e+2)(3e+2)

N+ (e+3)*=3e*+12e + 12 = 3(e + 2)?

N+ (2e +1)* = 6e*> + 10e + 4 = 2(e + 1)(3e + 2)
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