CONCURSUL | - _
DE MATEMATICA
TITEICA

Editia 2, Craiova, 22 martie 2025

CLASA A X-a

Problema 1. Determinati numerele «, b, c € C* pentru care
lab + bc + ca| = |al* + |b]* + |c|*.
Mihai Opincariu

Solutie. Din inegalitatea modulului si din identitatea |z| = |z| avem |a|* + [b|> +
c|? = |ab + bc + ca| < |ab| + |be| + |ca| = |a||b] + |b]|c| + |c||al, de unde se obtine
lal = 6] = [¢] (D).

Fie z; = ab, 2z, = b¢ si 23 = ca. Folosind (1) avem, |z + 25 + 23| = |21] + | 22| + | 23]
Aceasta implica faptul ca numerele complexe zj, 25, z3 au acelasi argument si,
avand si acelasi modul, obtinem ca z; = 2z, = z3.

b c

Atunci § = 2 = £ = l‘jjffj:g = 1, deci a = b = ¢. Reciproc, observam ca orice

triplet de numere complexe nenule egale verifica relatia data.
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Problema 2. Fie n > 2 si functiile f,¢: {1,2,...,n} — {1,2,...,n} astfel incat

g(k) = card{i € {1,2,... . n}[f(i) < f(k)},
pentru orice k € {1,2,...,n}.
a) Aratati ca f este bijectiva daca si numai daca g este bijectiva.

b) Daca g este o functie data, determinati, in functie de g, numarul de functii
f care verifica proprietatea data.

Silviu Cristea

Solutie. a) Daca f este bijectiva, card{i € {1,2,...,n}|f(i) < f(k)} = f(k), pentru
orice k € {1,2,...,n}, de unde deducem ca g = f. In particular si g este bijectiva.
Daca g este bijectivd, observam ca f trebuie sa fie injectiva. Intr-adevar,
daca f(k) = f(p), atunci g(k) = g¢(p), deci k = p. Cum f mapeaza injectiv
elementele unei multimi finite in aceeasi multime, ea este bijectiva.

b) Din definitia lui g observam ca ¢(k) = g(p) daca si numai daca f(k) = f(p).
Intr-adevar, daca f(k) = f(p), atunci este imediat ca g(k) = g(p). Reciproc, daca
g(k) = g(p), atunci card{z € Im(f)|x < f(k)} = card{z € Im(f)|z < f(p)}, iar
cum f(k), f(p) € Im(f), avem f(k) = f(p). Atunci card Im(f) = card Im(g).

Fie Im(g) = {g1 < g2 < ... < ¢¢}. Pentru orice A C {1,2,...,n} cu |A] = t,
exista o unica functie f care verifica. Intr-adevar, daca A = {a; < ay < ... < a;},
atunci trebuie sa avem f~'(a;) = g '(gx), pentru orice k = 1,. .. t.

Atunci, pentru g fixata, numarul de functii f care verifica este cim@l,
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Problema 3. Fie f: (0,00) — (0,00) o functie cu proprietatea ca

flx+ f(y)) = f(x +y)+ f(y), pentru orice z,y > 0.

a) Aratati ca f(x) > =, pentru orice = > 0.
b) Aratati ca g : (0,00) — (0,00) definita prin g(z) = f(x) — z, este injectiva.
c) Determinati toate functiile f cu proprietatea data.

Olimpiada Tailanda

Solutie. a) Daca exista y € (0, 00) astfel incat f(y) = y, inlocuind in relatia din
ipoteza, obtinem y = 0, ceea ce este imposibil.

Daca f(r) < z pentru un z € (0,00), atunci avem f(z) = f((z— f(z))+ f(z)) =
f(2x — f(x)) + f(x), deci f(2x — f(x)) = 0, fals. Atunci, avem ca f(z) > = pentru
orice x > 0.

b) Relatia data se rescrie g(t + g(y)) = g(t) + y, pentru orice ¢t >y > 0 (1).

De aici, fixand pe t, deducem ca g este injectiva (2).

c¢) Mai departe, g(t +g(z) +9(y)) = g(t +9(x)) +y = g(t) +x+y = g(t + g(x +y)),
pentru orice z,y > 0 si ¢t > x,y. Din (2) deducem atunci ca g(x +y) = g(z) + g(y),
pentru orice x,y > 0 (3).

Din (1) si (3) rezulta ¢(¢(y)) = y, pentru orice y > 0.

Relatia (3) implica faptul ca g este strict crescatoare. Atunci, daca g(z) > =,
atunci g(g(z)) > g(z) > x, contradictie. Analog g(z) < x duce la o contradictie.

Am obtinut ca g(z) = = si f(z) = 2z, pentru orice z > 0. Functia f(z) = 2z
indeplineste conditiile problemei.

O

f_ﬁ]_ Mg ERUL o NATIOWAL, titiecacncro
it g ELLMIATIELD . Em :. - WWW.CTIC.IO



CONCURSUL | - _
DE MATEMATICA
TITEICA

Editia 2, Craiova, 22 martie 2025

Problema 4. O cetate aflata in riscul de a fi atacata isi stabileste turnuri de
aparare, pe care le reprezentam ca n > 3 puncte in plan, astfel incat oricare
trei dintre ele nu sunt coliniare. Orice poligon convex avand varfurile printre
aceste puncte este numit baza. In fiecare turn de aparare se afla cate un
soldat. Pentru fiecare baza, statul plateste cate k - 2 monede fiecarui soldat
aflat in turnurile de pe frontiera bazei, unde k este numarul de soldati aflati
in interiorul (si nu pe frontierele) bazei. Aratati ca statul poate plati soldatii
dintr-un buget de n(n+1)-2"% monede, indiferent de localizarea celor n turnuri
de aparare.

Cristi Savescu

Solutie. Fie A multimea celor n puncte in care sunt turnurile. Fiet € {3,4,...,n}
fixat si T C A o submultime de cardinal ¢. Atunci 7" se scrie in mod unic sub
forma 7" = P U@, unde P este mutimea punctelor din 7" care se afla pe fron-
tiera infasuratoarei convexe a lui 7" iar (9 sunt punctele din 7" care se afla in
interiorul acesteia.

Atunci, daca statul plateste 2 monede fiecarui soldat din P pentru fiecare
soldat din (), aratam ulterior ca atunci cand parcurgem toate submultimile
T C Acu |T| > 3, platile sunt conforme cu ipoteza. Atunci, pentru 7, statul

Pl+|QIY _ 2

5 ) =5 monede.

Intr-adevar, pentru multimile 7 pentru care P este infisuratoarea convexa,
se vor plati cate 2 monede fiecarui soldat de pe P atunci cand numaram cate un
soldat din interiorul lui P. Fiecare soldat s din interiorul lui P este numarat
insa in toate submultimile de puncte interioare de forma {s} U R, unde R C
Int(P) \ {s}, adica de 2/"")~1l ori. Asadar, fiecare soldat de pe frontiera va

primi 2"l monede pentru s, deci in total |Int(P)| - 2" monede.
S latita de stat este S < =) CF K <=y Cr-k.
uma platita de stat este 222 2;371 kazon

t=3 TCA
|T]=t

plateste in total 2- |P| - |Q] < 2- (

Dar Z CF. k* =n(n+1)-2"2, de unde rezultd concluzia.
k=0
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