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CLASA A XII-a

Problema 1. Fie G un grup finit si ¢ un element fixat al lui G. Definim
multimea

Se={g9 € G| ga+agsiga® =ad’g}.
Sa se arate ca:

1. Daca g € S,, atunci ag™! € S,.

2. Cardinalul multimii S, este multiplu de 4.

Solutie. Se arata usor ca daca g € S,, atunci g~ € S,.

1. Fie g € S,. Atunci a*(ag™') = a(a’9™') = a(g7'a®) = (ag~')a®. Pe de alta
parte, daca (ag~')a = a(ag™'), atunci (ag~')a = a*’¢~' = g 'a*>. Prin urmare,
deducem ca ag~! = g 'a, ceea ce contrazice faptul ca ¢! € S,.

2. Din punctul 1. rezulta ca, daca g € S,, atunci ag~! € S,. Iterand acest
argument, obtinem ca a(ag™')™' = aga™! € S,. De asemenea, avem a(aga™')"! =
aag ta™! = a’¢g ta"! = g ta’a! = g7ta € S,. Observam ca, iterand inca o data,
obtinem ca a(g'a)~! = aa~'g = g. Prin urmare, multimea S, se partitioneaza in
submultimi de forma {g,ag™', aga™', g~'a}. Aratam ca orice astfel de submultime
are exact 4 elemente distincte. Este clar ca este suficient sa aratam ca g este
diferit de celelalte trei elemente. Daca g = ag~', atunci g = a(ag™')™! = aga™!,
deci ga = ag. Analog, daca g = g 'a atunci g = (g7 'a)"'a = a"'ga, deci ag = ga.
In final, daca g = aga™", atunci obtinem din nou ag = ga. In toate cazurile, se
obtine ci g comuta cu a, ceea ce contrazice g € S,. In concluzie, S, se scrie ca
o reuniune disjuncta de submultimi cu 4 elemente, deci cardinalul lui S, este
multiplu de 4.
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Problema 2. Fie f: [0,1] — R o functie continua. Demonstrati ca:

w/2 /2
/ f(sin(2z)) sinz dx = / f(cos? ) cos x du.
0 0

w/2

Solutie. Facem schimbarea de variabila x — § —rIn [ = [

f(sin(2z)) sinz dx
si obtinem 7 = 0”/ ? f(sin(2z)) cos & dz. Prin urmare, avem:

I= %/OW/Q f(sin(2x))(sinz + cos x)dx = % /OW/Q f (cos <2(x - %))) Ccos (:1: — %) dx

Facem schimbarea de variabila = — z + 7§ si obtinem:

L /4
I = 7 o (cos(2x)) cos(x)dx = \/5/0 f(cos(2z)) cos(z)dx,

unde pentru ultima egalitate am folosit faptul ca integrandul este o functie
para. Folosind acum relatia cos(2z) = 1 — 2sin? z, deducem ca:

w/4
I:\@/ f(1 —2sin®z) cosz dz.
0

Cum 0 < 2sin®*(z) < 1 pentru z € [0,7/4] putem face schimbarea de variabila
t = arcsin (v/2sinz) si obtinem:

/2 /2
I= / f(1 —sin®t)cost dt = / f(cos?t)cost dt.
0 0
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Problema 3. Fie P, multimea tuturor polinoamelor monice de grad n cu coe-
ficienti reali. Demonstrati ca, pentru orice doua numere reale a < b, avem:

b

inf |P(z)|dx > 0.
PPy J,

Cristi Savescu

h—
Solutie. Notam cu ¢ = 4_@ si consideram un polinom P € P, cu radacinile
n

complexe zi,...,z,. Notam cu «,...,«, partile reale ale radacinilor si definim
intervalele I; = (a; — &, a; + ).

Consideram acum mutimea S = [a,b] \ U, [;. Deoarece orice reuniune de
intervale deschise poate fi exprimata ca o reuniune disjuncta de intervale de-
schise, rezulta ca S se poate scrie ca o reuniune disjuncta de intervale in-
chise (unele dintre acestea putand fi degenerate, adica formate dintr-un singur
punct). Masura mutimii S este egala cu suma lungimilor acestor intervale si

este cel putin egala cu b—a—2ne = —a, unde egalitatea are loc cand intervalele

I; sunt incluse in [a, b] si disjuncte doua cate doua.
Observam ca pentru orice x € S si pentru fiecare 1 <i < n, avem

|z — 2| > |z — ai| > €.

Prin urmare, rezulta ca

P(x)] =[] |z — =] > " vz € S.
i=1

Concluzionam ca:

b 1
wob—a , (b—a)t
[ 1P@las> [1p@las > [ o> 25te - Botl
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Problema 4. Fie R un inel. Consideram z,y € R astfel incat 22 = 3 = 0.
Demonstrati ca daca = + y — zy este nilpotent, atunci si zy este nilpotent.

Janez Ster

Solutie. Deoarece (z + y)™ este suma cuvintelor in z si y de lungime m, se
deduce imediat ca

(z + )™ = (zy)" + (yz)",¥n > 1.
Fiea=x+y— 2y sib=xz+y+yx, atunci ab = ba = zy + yr. Avem ca

(ab)" = (zy +y2)" = ((z +)*)" = (z +y)*" = (zy)" + (y2)".
Deoarece a este nilpotent, rezultd ca exista un k > 1 astfel incat «* = 0, deci
(ab)* = a** = 0. Prin urmare, avem (ry)* = —(yx)*. Demonstratia se incheie
observand ca

k+1

(zy)* " = x(ya)*y = —x(zy)*y = 0.
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