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CLASA A IX-a

Problema 1. Fie 2n + 1 puncte distincte situate pe un cerc. Consideram toate
distantele dintre oricare doua dintre aceste puncte. Care este cardinalitatea
minima pe care o poate avea multimea tuturor acestor distante?

Radu Bumbacea

Solutie. Notam cu P, un punct oarecare de pe cerc, iar apoi numerotam consec-
utiv celelalte puncte ca P, P, ..., P, 1, In sensul acelor de ceasornic. Exista
2n segmente avand un capat in P; si celalalt in unul dintre celelalte puncte.

Daca dintre aceste 2n segmente cel mult n — 1 au lungimi distincte, atunci,
aplicand Principiul Cutiei, rezulta ca exista trei indici 4, j, k € {2,3,...,2n + 1}
astfel incat:

PP, = P,P; = P,P,.

Aceasta ar implica faptul ca cercul pe care se afla cele 2n+1 de puncte si cercul
de centru P, cu raza P, P; se intersecteaza in trei puncte distincte, ceea ce este
imposibil. Asadar, dintre aceste 2n segmente, cel putin n au lungimi distincte.
Prin urmare, cardinalitatea minima a multimii distantelor este cel putin n.
Pentru a arata ca aceasta margine inferioara poate fi atinsa, consideram
punctele Py, Ps, ..., P»,.; ca fiind varfurile unui poligon regulat cu 2n + 1 laturi.
Observam ca distanta dintre doua puncte P, si P; depinde, datorita simetriei,
doar de restul impartirii numarului ;7 — ¢ la n. Cele n distante distincte sunt:

P1P27P1P37"'7P1PTL+1~

Asadar, cardinalitatea minima a multimii tuturor distantelor este n.
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Problema 2. Fie q, b, c trei numere reale strict pozitive astfel incat ab-+bc+ca = 4.
Determinati valoarea minima a expresiei:

a+b P+ P+ ad )
E(a,b,c) = - + T + o (a —b)“.
Solutie. Avem ca
a® + b? b? + 2 &+ a? )
E(a,b,c) = 6+ s —24 - -2+ - —2—(a—0)
732 PAY N2
B S s S Gt Y
ab be ca

Aplicand inegalitatea Cauchy-Buniakowski-Schwarz, obtinem

(0=, b=cf  (c—a

ab be ca

(ab—i—bc—i—ca)( >2(|a—b|+|b—c|+|c—a\)2

astfel incat

(a=b)? (b=c? (c—a)® 1 2
> —(la—10 b— — . 1
T s (la— bl b= o] +le—a) M
Inegalitatea triunghiului ne da:
la—0b+|b—cl+|c—a|>|a—bl+|b—c+c—a|]=2]a—Db|. 2)

Din (1) si (2) se obtine:

s

Prin urmare, avem

cu egalitate pentru a = b = ¢ = 243,
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. - . .. i p=ared
Problema 3. Consideram in plan vectorii nenuli OA;,...,OA,, unde n > 3, astfel
incat oricare doi dintre ei sunt necoliniari. Presupunem ca inegalitatea

OA, + ...+ OA| > | £ OA, £ ... + OA,|

are loc pentru orice alegere a semnelor +. Aratati ca exista o dreapta care
trece prin O, fata de care punctele Ay, ..., A, se afla de aceeasi parte.

Cristi Savescu

Solutie. Fie v := OA1 + ..+ OA Daca v = 0, atunci iOAl i .+ OA =0 pentru

orice alegere a semnelor +. De aici se deduce imediat ca OA1 = ... =0A, =0,
ceea ce nu este posibil.
Fie acum d dreapta care trece prin O si este perpendiculara pe vectorul v.
cate treeed
Aratam ca toti vectorii OAy, ..., OA, se afla de aceeasi parte a dreptei d ca si ¢

Presupunem, prin reducere la absurd, ca exista un vector OA; care se aﬂa
de cealalta parte a dreptei d. Fara a restrange generalitatea, fie acest vector
7 - a7 - . . .o <
OA,. Avem ca —OA, se afla de aceeasi parte a dreptei d ca si v, astfel ca
unghiul dintre acesti doi vectori are masura strict mai mica decat 90°. Aplicand
faptul ca, intr-un triunghi, latura opusa unui unghi obtuz este mai mare decat
oricare dintre celelalte laturi, deducem ca

l

Pe de alta parte,
H > \ \ > >
|OA; + ...+ OA,,_1 + OA,| > |OA; + ... + OA,_1 — OA,|. (4)

Adunand |v] in ambele parti ale inegalitatii (4) si aplicand inegalitatea triunghi-
ului, obtinem:

— — — — = —  —
2|0A; + ...+ OA,| > |OA]+..+O0A,|+|0A; + ..+ 0A, 1 — OA,]
> 2104, + ..+ OA,|.

—| — —> .
| > | — OA,|, ceea ce contrazice (3). Prin urmare, pre—

supunerea de mai sus este falsa, ceea ce inseamna ca toti vectorii OAy, ... OAn
se afla de acceasi parte a dreptei d ca si v. O

Cu alte cuvinte,
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Problema 4. Pentru orice n € N, notam cu s(n) suma cifrelor lui n. Sa se
determine numerele naturale £ > 2 pentru care exista a,b € N astfel incat

s(n® +an +b) = s(n) (mod k),
pentru orice n € N*.

Solutie. Pentru orice n € N, exista un numar natural / (care depinde de n) astfel
incat 10* > an si 10° > b. Pentru un astfel de numar ¢ avem ca:

s(n® 4+ an + b) = s(n) = s(10°n) = s(10*n® + 10%an +b) (mod k). (5)

Datorita faptului ca ¢ satisface inegalitatile de mai sus, rezulta ca

5(10%n3 4+ 10%an + b) = s(10%n?) + s(10%an) + s(b) = s(n®) + s(an) + s(b).  (6)
Din (5) si (6) deducem ca

s(n® +an +b) = s(n®) + s(an) + s(b)  (mod k),

pentru orice n € N.
Cautdm un numar n € N astfel incat n = 10"-m cu m = 1 (mod 100). In plus,

vrem ca b < 10" si 9-10%" < an < 10% . Ultimul sir de inegalitati este echivalent
9. 1027‘ 1 2r+1

cu . Pentru a garanta existenta unui m =1 (mod 100) intre
a a
9. 102r 102r+1 102r+1 9. 102r
si , trebuie ca - > 100<= 10" > 10+/a.
a a a a

102r+1 9. 1027“ 102r+1 - 9. 1027’

Intr-adevar, daca > 100, atunci + 100, deci

a a a

9-10% 9-10%
{ }+1[ }+100

a a

a
107+t 9-10% 9-10%
l ] > [ + 100} = [ } + 100. Printre numerele consecutive

exista un numar congruent cu 1 modulo 100, si acesta este numarul m cautat.
In concluzie, exista n cu proprietatile de mai sus daca alegem r astfel incat
10" > max{10+/a, b}.
Avem ca n? = 10>’m?, unde m3 = 1 (mod 100), deci n® are forma

*x...x0100...0.
—

3r zerouri



Apoi, an este de forma:

Ok x...%,

3rcifre

unde ultimele ¢ cifre sunt egale cu 0 (¢ este numarul cifrelor lui 0). Avem astfel
ca:

s(n® 4+ an +b) = s(n*) + s(an) + s(b) — 9 (7)
O
Din (6) si (7) deducem ca 9 =0 (mod k), adica k este fie 3, fie 9.

Folosind acum faptul ca s(n) =n (mod 9), Vn € N, avem ca daca k|9 atunci

s(n®+an+0b) =s(n) (modk),¥n e N<=n’+an+b=n (mod k),Vn € N.

Dand lui n valorile 0 si 1 obtinem ca a =b=0 (mod k), deci

s(n®+an+0b) =s(n) (modk),Vn € N<=n®>=n (mod k),¥n € N.

Acest lucru se intampla daca si numai daca k = 3.
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